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Synthesis

 Synthesis = Translation + Logic Op
 Translation: going from RTL to Bo

 Logic Optimization : Optimizing a

 Technology Mapping (TM):Map

© M. Shabany, ASIC/F

ptimization + Technology Mapping
oolean function

and minimizing Boolean function

the Boolean function to the target library
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Synthesis

 Synthesis = Translation + Logic Op

Translation

always @ (a, b)
case ({a,b}) baout 

Translation

2’b00: out = 1;
2’b01: out = 1;
2’b11: out = 1;
default: out = 0;

Logic 
Optimization

endcase

out

p

© M. Shabany, ASIC/F

ptimization + Technology Mapping

baab
FPGA

ba 
Technology
Mapping

ASIC
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Digital Logic Basics : Boole
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ean Function
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Digital Logic Basics

 A Boolean function can be represented

 A truth table

 A logic expression
We use logic variables and operatoWe use logic variables and operato
to express a logical relation b/w in

xf 1xf 

© M. Shabany, ASIC/F

d by:

ors (AND OR NOT XOR XNOR NAND NOR)ors (AND, OR, NOT, XOR, XNOR, NAND, NOR)
put variables and the output function

x 2x

FPGA Chip Design



Digital Logic Basics : SOP

 Sum of Products (SOP):
 A logic function that is represented a

)f( 1321 xx)x,x,f(x 

 A literal is a function input (e.g., 
d i f d i

x

c

 A product term is formed using a
or complemented form.
 A cube is the AND of set of litera
 A minterm is a cube that contain A minterm is a cube that contain

o A function with K variables h
 A cover of “f” is a set of cubes th

o (e g )}xxxxx{xC 321321

© M. Shabany, ASIC/F

o (e.g.,                                       )}xxx,xx,{xC 321321

as an OR of product (AND) terms :

32132 xxxxx 

Literal

           ).
i d li l i i h

minterm

21 xx ,

ube

an AND operation and literals in either true 

ls
s all literals of a logic functions all literals of a logic function
has 2K possible K‐literal minterms
at represent the logic function “f”

FPGA Chip Design



Digital Logic Basics : POS

 Product of Sums (POS):
 A logic function that is represented a

 A sum term is formed using an O
or complemented form

( 21 )(xxxf 

or complemented form.
 A maxterm is a sum term that co

 POS can be derived from SOP by DeMorgy g

© M. Shabany, ASIC/F

as an AND of sum (OR) terms :

OR operation and literals in either true 

)23 xx 

ontains all literals of a logic function

gan’s Theorem and double complementationg p
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Digital Logic Basics : Karna

 Karnaugh Map:
 Variables assigned to rows and colum

 Adjacent valuations differ by 1 positi Adjacent valuations differ by 1 positi

 Form product terms by creating grou

cbabdf 

© M. Shabany, ASIC/F

cbabdf 

augh Map

mns.

ionion.

ups with 2k 1s that are adjacent to one another

dcbdcac 

FPGA Chip Design
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Digital Logic Basics : Imple

 Cost of an Implementation:

Cost of implementation = # of in

 Example:

Cost of implementation = # of in

cbabdf 
43

 Cost = 3 + 4 + 4 + 4 + 5 = 20 Cost   3   4   4   4   5   20

© M. Shabany, ASIC/F

ementation Cost

nputs + # of gates (except NOTs)nputs + # of gates (except NOTs)

dcbdca 
44

5
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Digital Logic Basics : Canon

 Canonical Form:
 A form of Boolean logic function rep

for each logic function there exists afor each logic function there exists a 

 Function is described using its equiv

 Example:

 Canonical

 N i l

ac)b,f(a, 

ac)bf(a Non‐canonical
 Because it has a cube that does n

ac)b,f(a, 

 Any Boolean logic can be represente

© M. Shabany, ASIC/F

nical Form

presentation is said to be canonical if and only if 

unique representation in the given formunique representation in the given form

alent minterms

abccba 

bcabccba 
not include all the literals

bcabccba 

d in a canonical form

FPGA Chip Design
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Two‐Level Logic Synthesis

 Cubical Notation:
 A different way to represent a pr

“0” t t i t d i b “0” : to represent inverted variab

 “1” : to represent a variable in tr

 “X” : to represent a variable not 

bd
cba
dca dca

dcb

© M. Shabany, ASIC/F

 : Cubical Notation

oduct term
blble

ue form

used in the product term

f = {X1X1, 100X, 0X10, X010}

(Easier to implement in a computer program)
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Two‐Level Logic Synthesis: 

 How do we use cubical notation
 Quine‐McCluskey method 

Willard Quine (1908 2000)) andWillard Quine (1908‐2000)) and 

 Quine‐McCluskey method: (2 Stages
St I T k i t f f ti (Stage I : Take minterms for a function (
Stage II : Pick minimum Prime Implican

A cover of a function is a set of cubA cover of a function is a set of cub
represent that logic function

© M. Shabany, ASIC/F

Quine‐McCluskey Method 

 to synthesize logic functions?

Edward McCluskey (1928 present)Edward McCluskey (1928‐present)

s)
C i l) d f P i I li t (PI )Canonical) and form Prime Implicants (PIs).
nts to generate a cover.

bes thatbes that 
n Quine‐McCluskey

Stage I Stage II

Step 1 Step 2 Step 3 Step 4

FPGA Chip Design



Quine‐McCluskey Method 

 Stage I of Quine‐McCluskey method ha

 mc)b,f(a,

Step 1: List all minterms grouped in incre

mc)b,f(a,

Take cubes from adjacent groups t

100

011

101101

110

© M. Shabany, ASIC/F

111

: Stage I – Step 1

as four steps:

7)m(3,4,5,6,

Quine‐McCluskey

Stage I Stage II

easing order of the number of 1s they contain. 

7)m(3,4,5,6,
Step 1 Step 2 Step 3 Step 4

to form larger product terms.

10x

1x0

x11x11

1x1

11
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111

: Stage I – Step 1

as four steps:
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Stage I Stage II

easing order of the number of 1s they contain. 
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to form larger product terms.

10x

1x0

x11x11

1x1

11
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Quine‐McCluskey Method 
Step 2: Take original set of cubes and the new

Remove any cube from the set that is 

 In this case we remove all minterms an In this case we remove all minterms an

Step 3: Group cubes in the increasing order of
adjacent groups form larger product tej g p g p

 Rules: X’s must match and the other po
(one cube has a 1 where the other has 

Quine‐McCluskey

Stage I Stage II

Step 1 Step 2 Step 3 Step 4

© M. Shabany, ASIC/F

: Stage I – Step 2/3
wly created ones. 
completely covered by any other cube.

nd use only the newly created cubesnd use only the newly created cubes.

f non‐zero positions. By taking terms from
erms. 

osition must differ by exactly one position 
a 0).

100 10x 1xx100

011

101

10x

1x0

x11

1xx

x11101

110

111

x11

1x1

11x

1xx

x11

FPGA Chip Design
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: Stage I – Step 2/3
wly created ones. 
completely covered by any other cube.

nd use only the newly created cubesnd use only the newly created cubes.
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011

101

10x
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1xx

x11101

110
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x11
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11x

1xx

x11
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Quine‐McCluskey Method 

Step 4: Repeat steps 2‐4 until all PIs are gener
 In our case we are done, because 1xx a
 PI set = { 1xx, x11 }

100 10x 1xx

011

101

110

1x0

x11

1

x1

110

111

1x1

11x

1xx

Step 2 Step 3

© M. Shabany, ASIC/F

: Stage I – Step 4
Quine‐McCluskey

Stage I Stage II

rated.
and x11 are the PIs for this function. 

Step 1 Step 2 Step 3 Step 4

x

1
PI = {1xx, x11}

x
F(a,b,c) = a + bc

Step 4

FPGA Chip Design
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011

101

110
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x11

1

x1

110

111

1x1

11x

1xx
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: Stage I – Step 4
Quine‐McCluskey

Stage I Stage II

rated.
and x11 are the PIs for this function. 

Step 1 Step 2 Step 3 Step 4

x

1
PI = {1xx, x11}

x
F(a,b,c) = a + bc

Step 4
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Quine‐McCluskey Method 

 Stage II: Build a table list the minterms thatg

 (Prime Implicant Cover Table)

 Pick the essential prime implicants (columns

 1XX (th l t 4 5 6 7) X1 1XX (the only one to cover 4, 5, 6, 7), X1

Cube 3 4Cube 3 4
1xx X
x11 X

PI = {1x

© M. Shabany, ASIC/F

Don

: Stage II
Quine‐McCluskey

Stage I Stage II

t are covered by each PI 

Step 1 Step 2 Step 3 Step 4

y

s with only one check mark)

11 (th l t 3)11 (the only one to cover 3)

5 6 75 6 7
X X X

xx, x11}

FPGA Chip Design
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Quine‐McCluskey Method 

 Example:  6,7m(0,2,3,4,e)d,c,b,f(a,

F

© M. Shabany, ASIC/F

: Stage I – (Step 1‐4)

31),24,25,29,3,15,16,237,9,12,1

Final PIs

When starting with minterms, we 
need to only consider the combination 

of cubes that create a larger
cube (more x’s). 

FPGA Chip Design



Quine‐McCluskey Method 
 S ild bl li h i h Stage II: Build a table list the minterms that a

 (Prime Implicant Cover Table)

 Pick the essential prime implicants (columns w

 00x1x, x1x01, xx111 (the only one to cove

© M. Shabany, ASIC/F

PI = {00x1x, x

: Stage II
d b h

Quine‐McCluskey

Stage I Stage II

are covered by each PI 

with only one check mark)

Step 1 Step 2 Step 3 Step 4

er 23)

FPGA Chip Design
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Quine‐McCluskey Method 
 R h l d b h Remove the columns covered by the essent

 Columns: 2, 3, 6, 7 covered by 00x1x

 Columns: 9, 13, 25, 29 by x1x01

 Columns: 15, 23, 31 by xx111

© M. Shabany, ASIC/F

PI = {00x1x, x

: Stage II
i l i i li

Quine‐McCluskey

Stage I Stage II

tial prime implicants

Remove used PIs and covered 
minterms from the table

Step 1 Step 2 Step 3 Step 4

minterms from the table

FPGA Chip Design
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Quine‐McCluskey Method 
 Notice that cube x11x1 does not cover any 

0 4 12 16

00xx0 X X

X0000 X X

0x100 X X

1x000 X1x000 X

0110x X

1100x

11 1x11x1

© M. Shabany, ASIC/F

PI = {00x1x, x

: Stage II
of the remaining minterms. So remove it.

24

A 1

1

1

1

X

1

1

1

1
X

X BC

If we select A and B, then C does 
not do anything!

FPGA Chip Design

x1x01, xx111}



Quine‐McCluskey Method 

 Definition 1: Row dominance

 Row A in the covering table dominates
at least the same set of columns as rowat least the same set of columns as row
cost than the PI in row A. 

 Notice that 1x000 dominates 1100x, 0

0 4 12 16 24

00xx0 X X

X0000 X XX0000 X X

0x100 X X

1x000 X X

0110 X

e

0110x X

1100x X

Re
m
ov

© M. Shabany, ASIC/F

PI = {00x1x, x

: Stage II
Quine‐McCluskey

Stage I Stage II

s another row B if and only if row A covers 
w B and the PI in row B has equal or greater

Step 1 Step 2 Step 3 Step 4

w B, and the PI in row B has equal or greater 

x100 dominates 0110x., so:

0 4 12 16 24

00 0 X X00xx0 X X

X0000 X X

0x100 X X

1x000 X X

FPGA Chip Design
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Quine‐McCluskey Method 

 Definition 1: Column dominance

 Column i dominates column j if and on
set of cubes as column j In such casesset of cubes as column j. In such cases 

 Notice that column 4 dominates colum

0 4 12 16 24

00xx0 X X00xx0 X X

X0000 X X

0x100 X X

1x000 X X1x000 X X

PI = {00x1x, x1x0

© M. Shabany, ASIC/F

: Stage II

ly if column i is covered by at least the same 
we remove the column i from the tablewe remove the column i from the table.

mn 12, and column 16 dominates 24, so:

0 12 24

00xx0 X00xx0 X

X0000 X

0x100 X

1x000 X1x000 X

01, xx111, 0x100, 1x00} Essential PIs 

FPGA Chip Design



Quine‐McCluskey Method 

 By row dominance, x0000 is removed,
 It covers the same number of columns 

0 12 240 12 24

00xx0 X

X0000 X

PI = {00x1x, x1x01, xx11

© M. Shabany, ASIC/F

: Stage II

, so:
as 00xx0, but it has a larger cost

0 12 24

00xx0 X

11, 0x100, 1x00, 00xx0}

FPGA Chip Design



Quine‐McCluskey Method 

1. Generate all PIs starting with minterm

2 Create a prime implicant covering tabl2. Create a prime implicant covering tabl

minterms in the columns.

3. For each PI indicate which minterms it

in the corresponding column.

4. For each column covered by exactly on

removing the PI from the table, as wel

5. Apply concepts of row and column do

6 Repeat steps 4‐6 until the table canno6. Repeat steps 4 6 until the table canno

© M. Shabany, ASIC/F

: Summary

s

e List PIs in the rows and functione. List PIs in the rows and function

t covers by putting a checkmark 

ne PI add the corresponding PI to your cover,

l as any columns it covers.

minance to reduce the table.

t be further reducedt be further reduced.

FPGA Chip Design



Quine‐McCluskey Method 

Why should x’s match?

Matching x’s is equivalent to group

© M. Shabany, ASIC/F

: Note 1

ping PIs in the Karnaugh map.

FPGA Chip Design



Quine‐McCluskey Method 
Wh t ti ith i t (C iWhen starting with minterms (Canonica

 Otherwise, it is necessary to represent 

 Example:
bb dbdf

 Example:

 Not possible to combine/reduce the

  
CBA
cabbcdbdaf 

 Not possible to combine/reduce the

 Represent “f” as a sum of minterms

cbaabcddcabdcabf  cbaabcddcabdcabf 

© M. Shabany, ASIC/F

: Note 2
l f ) th b d k fial form), the above procedure works fine.

the function as a sum of minterms first

e above PI set (no x’s match)

PI set = { 01x1, x111, 110x}

e above PI set (no x s match)

s (canonical form)

bcdadc  00 01 11 10
cd

abbcdadc 
00

01 1 1

A

D
11

10

1 11

FPGA Chip Design
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Outline

 Introduction to Synthe

 Digital Logic Basics

 Logic Optimization
 Two‐level logic synthesi

 Multi‐level logic synthes

 Technology Mapping
 Boolean Satisfiability

 ASIC/FPGA i t d T ASIC/FPGA‐oriented Tec

© M. Shabany, ASIC/F

esis

s

sis

h l M ichnology Mapping
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Multi‐Level Logic Synthesis

 Two‐level logic synthesis is effecti
 Two‐level logic synthesis is directl

However, …

 There are many functions that arey
two‐level forms (too many produc

 Two‐level implementation constra

 Rule of thumb:

Multi‐level logic sy

 Rule of thumb:
 Two‐level logic is good for contro
Multi‐level logic is good for data 

© M. Shabany, ASIC/F

s

ive and mature
ly applicable to PLAs and PLDs

e too expensive to implement inp p
ct terms!)
ains layout (AND‐plane, OR‐plane)

ynthesis may be employed

ol logic
path or random logic

FPGA Chip Design



Multi‐Level Logic Synthesis
Multi‐level logic synthesis:
 Decompose a logic function into s
 A simple tool to do this is called S
 Claude Shannon 1916‐2001

 Shannon’s Expansion Theorem:

Any logic function f(x1, x2, …, xn) ca

n1k1‐k21k )x,,,1,xx ,x ,f(x .x     

 : 1‐ cofactor

KK XkXk f .x  f .x   

1,...)f(xf k  : 1 cofactor

 : 0‐ cofactor0,...)f(xf kxk


1,...)f(xf kxk

© M. Shabany, ASIC/F

s

smaller functions
Shannon’s Decomposition 

an be expanded in the form of:

n1k1‐k21k )x,,,0,xx,x ,f(x.x   

FPGA Chip Design



Multi‐Level Logic Synthesis

 Example: 

 F(A, B, C) = A’B + ABC’ + A’B’C

( ’) ’( ’ )= A(BC’) + A’(B+B’C) = A.F

 F2 = B+B’C = B.1 + B’.C

 F1 = BC’ = BC’ + B’.01

© M. Shabany, ASIC/F

s

’F1 + A’.F2

FPGA Chip Design



Multi‐Level Logic Synthesis

 Example: 

We found out that logic expression (x3g p ( 3
this knowledge could be used to simp

 Keeping track of this type of relations
large expression. large expression.

 Can we represent this information in a
 Yes, we can use Binary Decision D

© M. Shabany, ASIC/F

s

0

1

0
f

x3x4

x3+x4

x3
x4

x1

1

1

x2

3+x4) appears in multiple places. Hence,  3 4) pp p p ,
plify the implementation of this circuit.
hips in a logic function can be tedious in a 

a better way? 
Diagrams (BDDs)

FPGA Chip Design



Binary Decision Decompos

 Let us decompose a function “f=x1x2” 

f .x  f .x  f  X1X1 

  (0)x(0)x(1)xx

(0) .x  )(x .x      121

X1X1 11




  (0).x (0)x(1)x .x      1221 
1‐cofactor 0‐cofacto

© M. Shabany, ASIC/F

ition (BDD)

with respect to x1:

x

or

x1
0 1

0 x2

0 1
0‐cofactor

0 1

FPGA Chip Design

1‐cofactor



Binary Decision Decompos

 To derive the function from BDD, start
 Start only with terminal nodes 1
 If see edge “1” use the variable otherw If see edge  1  use the variable otherw

x1

0 x2

0 1

0

0 1

x2

0 1

0 1

f = x1x2

© M. Shabany, ASIC/F

ition (BDD)

t from the bottom to top

wise its complementwise its complement

x1

0 x2

0 1

1 0

0 1

1 0

21xxf 

FPGA Chip Design



Binary Decision Decompos

 A binary decision diagram represent
decomposition to decompose a func
time:time:

kXk f.x f 

 The decomposition steps are then re
G = (V,E), where:

 V is a set of vertices Each vertex V is a set of vertices. Each vertex
constant 0/1.

 E is a set of directed edges. Eachg
0 edge always points to a 0‐cofac

© M. Shabany, ASIC/F

ition (BDD)

ts a logic function by using Shannon’s 
ction into cofactors, one variable at a 

kk Xk f .x 

epresented as a directed graph  

x is associated with a variable or ax is associated with a variable or a

 edge is assigned a label of 0 or 1. A g g
ctor and a 1 edge points to a 1‐cofactor.

FPGA Chip Design



Binary Decision Decompos

 BDD of some basic logic functions:

x1
0 1

x1
1

0 x2

0 1

1

0 1

0 1

0

f = x1x2

© M. Shabany, ASIC/F

ition (BDD)

:

0
x1

1 0

x2

0 1

x2
0 1

x2
01

1

0

0 1

f f = x1+x2 21 xxf 

FPGA Chip Design



BDD: Decomposition Order

 Example: 1321 (1)xxxx  f  

x1 → x2 →x3

© M. Shabany, ASIC/F

r Matters

321 xxx

1x

Cost : 4 + 3 = 7

FPGA Chip Design



BDD: Decomposition Order

 Example: (xxxxx  f  12321 

x2 → x3 →x1

© M. Shabany, ASIC/F

Different order of decompos

r Matters

)(xx)x 123 

2x

Cost : 3 + 3 + 3 + 3 = 12

FPGA Chip Design

sition => different size/cost of the diagram



Ordered Binary Decision De

We could impose a decomposition orde
respect to which we decompose a func

 Let us consider the following function:g

 (xx)x(xxx)x(xx f  314312432 

© M. Shabany, ASIC/F

ecomposition (OBDD)

er by fixing the sequence of variable with 
ction (Ordered BDD = OBDD)

)x4

FPGA Chip Design



Reducing OBDDs

 Similar structure can be used to redu

© M. Shabany, ASIC/F

uce the OBDD

Two edges means it is
being used two times

FPGA Chip Design



Reducing OBDDs

 Cost of this OBDD:

f f 

© M. Shabany, ASIC/F

)x)(xxxxxxx 21342134  ( )x)(xxxxxxx 21342134  (

Cost : 5 + 3 + 3 + 3 + 3 = 17

FPGA Chip Design



Reduced Ordered BDD (RO
 Bottom‐up merging of the isomorphic g
into a Reduced Ordered BDD (ROBDD)

© M. Shabany, ASIC/F

OBDD)
graphs together to simplify the OBDD 

FPGA Chip Design



Reduced Ordered BDD (RO
 Thus, bottom‐up merging the graphs t

(x + x(x1 + x2

2134 xxxx

(x4 + x

© M. Shabany, ASIC/F

OBDD)
together will reduce the cost

))

)x)(xx(xxxxxf  21432134 

Cost : 5 + 3 + 3 + 3 + 3 = 17

x3 )

FPGA Chip Design



Reduced Ordered BDD (RO
 Example: 321 xxx f  

© M. Shabany, ASIC/F

OBDD)
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Reduced Ordered BDD (RO
 Example: 321 xxx f  

15 nodes

© M. Shabany, ASIC/F

OBDD)

7 nodes

FPGA Chip Design



BDD of f <op> g
 Goal: take BDDs for functions “f” and “g
 Case 1: functions f and g have distinct su
 Example:p

baf 

a
0

b
1

1 0

1 0

© M. Shabany, ASIC/F

g” and produce a BDD for f <op> g. 
upport (i.e.,                                     )φsup(g)sup(f) 

cdg 

c
1

d
0

0 1

1 0

FPGA Chip Design



BDD of (f . g)

 BDD of h = f.g?

a
0

b
1

0

g 0

1 0

© M. Shabany, ASIC/F

a
0

b
1

0

1
0

c

d
0

1

1 0

0 1

FPGA Chip Design



BDD of (f + g)

 BDD of h = f+g?

a
0

b
1

0

1 g

1 0

© M. Shabany, ASIC/F

a
0

b
1

0

1
0

c

d
0

1

1 0

0 1

FPGA Chip Design



BDD of (              )gfh 

 BDD of                                  ?gfgfgfh 

a

1

0

b
1

1 0

gg

When the support of “f” and t
l i l f f i h 0

© M. Shabany, ASIC/F

replace terminals of f with 0, 

a
0

b
1

1 0

c

0

1
c

0

1

0

d
0

0 1
d

0

0 1

1 00

the support of “g” are disjoint, then 
1

FPGA Chip Design
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BDD of (              )gfh 

 Case 2: both functions have the sa

 y)xf(1,y)g(x,opy)f(x,h 
   yf(0,xy)g(1,opy)f(1,x     

xx gopf 

Pick a variable x and decompo
Th h 0 f i f

© M. Shabany, ASIC/F

Then the 0‐cofactor is              x opf 

ame support (i.e.,                           )sup(g)sup(f) 

  y)g(0,xy)xg(1,opy)f(0,x 
y)g(0,op) 

xx gopf 

ose both f and g with respect to it. 
d h 1 f i f

FPGA Chip Design

          and the 1‐cofactor isxg xx gopf 



BDD of f <op> g
 Example: find f.g?

baf 

a
0

b
1

1 0

1 0

© M. Shabany, ASIC/F

abg 

a
1

b
0

0 1

1 0
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BDD of f . g
 Example: find f.g?

© M. Shabany, ASIC/FFPGA Chip Design



Boolean Satisfiability: Theo

 Boolean Satisfiability: (a.k.a SAT 
 A Boolean expression in a conjun

()()f(

is satisfiable if and only if there ex
(x x x ) such that f=1

(x)xx(x )x , ,x ,f(x 321n21 

(x1, x2, …, xn) such that f=1.

 Example: Is the following function sa

)x(x)x(xf  )x(x )x(x f 3121 

Try:  x1=1 1 1

Try:  x1=0 x3=1x2=1

© M. Shabany, ASIC/F

“f” is sat

ory

Problem)
nctive normal form (CNF):

)()()

xists a valuation for variables

)()xxx()xx 817654 

atisfiable?

)xx()xx()  )xx( )xx( ) 3131 

x3=1 x3=0 × Conflict!

1 Satisfiable!1 

FPGA Chip Design

isfiable.



Boolean Satisfiability: Theo

 2‐SAT:
 Boolean satisfiability problem wh

than 2 literalsthan 2 literals

 3‐SAT:
 Boolean satisfiability problem wh

than 3 literals

 If there are n variables in “f”, (i.e., (x1
possible cases to verify satisfiability!possible cases to verify satisfiability! 

NP‐complete problem, i.e., non‐de

 Is there any better way?  
 YES using dynamic programming 

© M. Shabany, ASIC/F

ory

here each sum term consists of no more 

here each sum term consists of no more 

1, x2, …, xn) ), we have to search over 2n

terministic polynomial time complete

algorithm based on Implication graphs.

FPGA Chip Design



Boolean Satisfiability: Impl

 Implication Graph:

 An implication graph consists of 
N d hi h t Nodes: which represent a var
 Edges: which indicate an impl

 l Example:

d)c)(adcd)(acc)(aba( f 
  

© M. Shabany, ASIC/F

lication Graph

i bl d it i tiable and its assignments
ication

     c)ba()cba(d)cb( )dc(a 
  

Satisfiable!
(SAT)

FPGA Chip Design



Boolean Satisfiability: Impl

 Implication Graph:

d)(ac)(adcd)(acc)(aba(f  d)(ac)(adcd)(acc)(aba( f 
   

© M. Shabany, ASIC/F

lication Graph

c)ba()cba(d)cb()dca       c)ba()cba(d)cb( )dca 


Conflict!

FPGA Chip Design



Boolean Satisfiability: Impl

x)(x)(xxx)(xxx)(xx(x f 7112128183141 

  

 Idea:
 Assign a variable such that it 
(removes literal from a clause(removes literal from a clause

 Draw an implication graph

 Step 1: x1=0        x4=1

 Step 2: x3=1        x8=0

1

p 3 8

1

© M. Shabany, ASIC/F

lication Graph

  )xx)(xxx)(xxxx)(xx 12107108798793 

simplifies the largest number of clauses
e)e)

4

4
12

FPGA Chip Design
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Boolean Satisfiability: Impl

x)(x)(xxx)(xxx)(xx(x f 7112128183141 

  

 Step 3: x7 =1        

4

3

1

8

7

Conflict Clause:  837 xxx 

© M. Shabany, ASIC/F

 837

lication Graph

  )xx)(xxx)(xxxx)(xx 12107108798793 



12



 )xx(x

)xx(x

)x(x

831

41








)xxx(

)x(x

)xx(x

937

112

1281







9

Conflict : 837 xxx
)xx(x

)xx(x

)xxx(

1087

987





9

)( 837 xxx 

 )xx(x 12107 

This will be 1 when 
0xor1xor1x 837 

FPGA Chip Design
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So does not change the function
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Boolean Satisfiability: Impl

When a conflict clause is found:
 Add the conflict clause to f
 Does not the conflict to happen aga Does not the conflict to happen aga
 Backtrack to the point where we firs

variables in the conflict clause

 So we should go back to step 2 where x3

© M. Shabany, ASIC/F

lication Graph



in )xx(x

)xx(x

)x(x

831

41






in
st assigned one of the

)xxx(

)x(x

)xx(x

937

112

1281






3=1:

  )xx(x

)xx(x

)xxx(

12107

1087

987








)(

)xxx(

‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐

)(

387

12107





)xx(x 1287 

Conflict : 8127 xxx

FPGA Chip Design
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Boolean Satisfiability: Impl

 Note: no variable that was previously
clause. Therefore, the current branch
the other branch i e x3=0the other branch, i.e., x3 0.

 Also set x7=0, which does not forc
 So set x8=0 then conflict!

Conflict : 817 xxx

817 xxx Conflict Clause:

© M. Shabany, ASIC/F

lication Graph





y set is present in the conflict
h is unsatisfiable, so explore

)xx(x

)xx(x

)x(x

831

41









ce anything
)xxx(

)x(x

)xx(x

937

112

1281









xx(x

)xx(x

)xxx(

12107

1087

987







)(

)xxx(

‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐

(

387

12107


 )xx(x 1287 

FPGA Chip Design



Boolean Satisfiability: Impl

 Go back to x1=0, x3=0, x7=0.
 Set x2=0
 Set x =0 Set x10=0 

We explored 12 case

© M. Shabany, ASIC/F

We explored 12 case

lication Graph



)xx(x

)xx(x

)x(x

1281

831

41









)(

)xxx(

)x(x

)xx(x

937

112

1281













 xx(x

)xx(x

)xxx(

12107

1087

987










)xx(x

)xxx(

‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐

387

12107





Satisfiable!

)xx(x

)xx(x

187

1287





(SAT)

es of 212=4096 possible cases!

FPGA Chip Design
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Boolean Satisfiability: SAT 
 Go back to our question.
 Given a logic structure can we impleme

 Characteristic Equation (CE): Characteristic Equation (CE):
 A logical expression that takes as in

output, and it produces a “1” iff fo
 E l D G f ? Example: Dose G = f ?

© M. Shabany, ASIC/F

Solvers

ent a given logic expression within it?

nputs all literals of a function as well as its 
or a given set of inputs the output is correct

Characteristic Equation

)GxG)(xxG)(x(F 2112 

If we substitute (x1+x2) for G then F=1
Thus, F is SAT so G implements an OR function

FPGA Chip Design
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Boolean Satisfiability: SAT 

 Characteristic Equation (CE) for a L
 Divide‐and‐Conquer
 Create a CE for each gate Create a CE for each gate
 Combine CEs for gates to form a CE

x2 x3 z         FAND

0        0        0             1       
0        0        1             0       
0        1        0             1       
0 1 1 0 z(FOR 0        1        1             0       
1        0        0             1       
1        0        1             0      
1        1        0             0       
1        1        1             1      

(OR

(xF 3AND 

)(z)(xz(xFFF 23ANDOR 

© M. Shabany, ASIC/F

Solvers

Logic Network:

E for the network

)GzG)(xxG)( 11  ))()( 11

z)xx)(z)(xz 2323 

)GzG)(xxG)(zz)(xx( 1123 

FPGA Chip Design



Boolean Satisfiability: SAT 

 SAT Theorem:
 In order for a given logic netwo

equation F to be equivalent toequation F, to be equivalent to 
F(G=H) must be SAT.

 Example: Assume H = x +x find out if Example: Assume H = x1+x2, find out if

 This question is equivalent to see if F(G

  zz)(xx)(z)(xz(xGF 2323xx 21


0x  xxxF  (N t S0x3  211 xxxF 

So we can NOT implem

(Not S

© M. Shabany, ASIC/F

Solvers

rk, represented by a characteristic 
a logic function H then for all xisa logic function H, then for all xis, 

f G = H ?f G = H ?

G= x1+x2) is SAT for all x1,x2 ,x3 values?

)xxz)(xxxx)(xx 21121121 )()( 

SAT f ll l )

ment an OR function in F

SAT for all x1, x2 values)

FPGA Chip Design



SAT Theorem

 SAT Theorem:

Characteristic Equation F repres

F(Gzxj, i, ji 

 xi : Literals
 zj : Internal wires

© M. Shabany, ASIC/F

ents H if and only if: 

SAT:H)

FPGA Chip Design



Quantified SAT (QSAT) Pro

SAT Problem

Question:

Can F(G) implement HCan F(G) implement H
for all x1,x2 ,x3 values?

© M. Shabany, ASIC/F

blem:

QSAT ProblemQS ob e

Question:

Can F(G) implementCan F(G) implement 
H=x1+x2 for all x1,x2

values by adjusting B0?

FPGA Chip Design



Quantified SAT (QSAT) Pro

 Step 1: Generate CE for F(G):

zxB)(z)(xz(BF 2020 

 Step 2: For each valuation of x1, x2, 
for G to implement H 

 i) z)()(z)(z(B(G)F 0xx 21
 1

G00)x0H(x

 ii)

G 

)(B)(1)((BF

00)x 0,H(x 21 

 ii)

G

z)(B)(1)(z(BF 00xx 21


11)x 0,H(x 21 

© M. Shabany, ASIC/F

blem:

)GzG)(xxG)(zz)( 11 

determine what B0 should be in order 

)G)(zG)(  1

00 B : don’t care0z 0 B0 : don t care

)GG)(1)((

1z 1

)GG)(1)(zz( 

1B 0

FPGA Chip Design



Quantified SAT (QSAT) Pro

 Step 2, Cont’d:

 iii) G)z)()(z)(z(BF 0xx 21
1 

G 

0xx 21

10)x 1,H(x 21 

 iv) z)(1B)(z(B(G)F 00xx 21


G11)1H( G 11)x 1,H(x 21 

All F SAT d B

© M. Shabany, ASIC/F

All Fs are SAT and B0=

blem:

))(G)(1

0z 1 B0 : don’t care

G)(G)(1)z1)( 

1 1B SAT

0z 

1 1z  1B 0

0B 0

SAT

0

Contradicts the results from           
21xxF

1 i th i t t l ti

FPGA Chip Design
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Quantified SAT (QSAT) Pro

QSAT Problem

Question:Q

Can F(G) implement 
H=x +x for all x xH=x1+x2 for all x1,x2

values by adjusting B0?

© M. Shabany, ASIC/F

blem:

Answer:Answer:

YES for B =1YES for B0=1

FPGA Chip Design



Boolean Satisfiability: SAT 

 Can we solve this problem with a si
 Yes, solve SAT for

FFF 

 G is replaced with H(x1, x2) 
N t th t i l h ld b l

2121 xxxx FFF 

Note that signal z should be repl
 z1 for
 z2 for


21xxF

21xxF
 z3 for
 z4 for

21

21xxF
21xxF

This is b/c z is an intermediate varia
results in a conflict

 The choice of B0=1 will be resolved

© M. Shabany, ASIC/F

Solvers

ingle equation?

FF

li t d

2121 xxxx FF 

licated as

able and based on the above calculations z 

d due to conflict clauses

FPGA Chip Design



QSAT Theorem

 QSAT Theorem:

Characteristic Equation F repres

FzxBk, j, i, jik 

 xi : Literals
 zj : Internal wires

© M. Shabany, ASIC/F

ents H if and only if: 

SAT:H)F(G 

FPGA Chip Design



QSAT Theorem

 Can we implement function H = x1
x1 x

0

1B1

B0

We are looking for a value for B0 a

 St 1 R t G l i Step 1: Represent G as a logic exp
characteristic equation x1

0

1B1

B0

© M. Shabany, ASIC/F

1+x2 into:
x2

G

and a value for B1

i Thi i i thression. This expression is the 

z

FPGA Chip Design



QSAT Theorem

 Step 1: Represent MUX as a logic e
characteristic equation of the MUX

I)

II) B1

B0
zxB 10 

zxB 11 II)

III)

B1zxB 11 

zxB 10 

IV) zxB 11 

x)(BzxB(F 110MUX 

© M. Shabany, ASIC/F

x)(BzxB(F 110MUX 

expression. This expression is the 

x1 B0 B1 x1 z         FMUX

0

1

z

0 0        0        0             1       
0 0        0        1             0        
0 0        1        0             1       
0 0        1        1             0       

I

1 0 1        0        0             1       
0 1        0        1             0      
0 1        1        0             0       
0 1        1        1             1      
1 0        0        0             0       

II

IV

1 0        0        1             1        
1 0        1        0             1       
1 0        1        1             0       
1 1        0        0             0       
1 1 0 1 1

III

1 1        0        1             1      
1 1        1        0             0       
1 1        1        1             1     

z)xBz)(xBz)( 11101 

FPGA Chip Design
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Boolean Satisfiability: SAT 

)GxG)(zzG)(x(F 22OR 

 Thus the complete characteristic equat Thus the complete characteristic equat

zxBz)(x)(BzxB(F 101110 

 Step2: Take F and see if a given logic ex
This means that we need to find a value f
values, B0 and B1 are consistent.

© M. Shabany, ASIC/F

Solvers

tion for the logic structure is:tion for the logic structure is:

G)zG)(x)(Gzz)(xxBz)( 2211 

xpression can be implemented in it. 
or B0 and B1 such that for all x1, x2

FPGA Chip Design



Quantified SAT (QSAT) Pro

 Step 2: For each valuation of x1, x2, 
order for G to implement H = x1+x2

 i) zB)()(z(B(G)F 010xx 21
 1

G has to be equal to H, i

0z1 0G 

 ii) zB)(1)(z(BF 121xx 21
 )1(

G has to be equal to H,

1z2 1G 

© M. Shabany, ASIC/F

blem:

determine what B0 and B1 should be in 

G)z)()(G)(1)(z 111  1
i.e., 0 

0B 0 0H  

G)z)(1)(G)(zz 222 

, i.e., 1 

1B1  1H  

FPGA Chip Design



Quantified SAT (QSAT) Pro

 iii) B)(1)(z(B(G)F 030xx 21


z3 1G 1H 

 iv) B)(1)(z(1)(BF 141xx 21


B1

B
1G 1H 

B1

Fi d i t t l

© M. Shabany, ASIC/F

Find a consistent val

blem:

G)z()(1)(1)(G)z 33 

0B 00 

G)z)(1)(G)(z 44 

1z4 1

0 0z

×

No surprise as when 
x1=1 then z4 has to be0 0z4  × equal to B1

B 1 d B 0

FPGA Chip Design

ue:  B1 = 1 and B0 = 0



Quantified SAT (QSAT) Pro

x1 x21

G0

2

B0

Question:

1B1

Q

Can F(G) implement 
H=x +x for all x xH=x1+x2 for all x1,x2

values by adjusting B0?

© M. Shabany, ASIC/F

blem:

Answer:Answer:

YES for B =0 and B =1YES for B0=0 and B1=1

FPGA Chip Design



Outline

 Introduction to Synthe

 Digital Logic Basics

 Logic Optimization
 Two‐level logic synthesi

 Multi‐level logic synthes

 Technology Mapping
 Boolean Satisfiability

 ASIC/FPGA i t d T ASIC/FPGA‐oriented Tec

© M. Shabany, ASIC/F

esis

s

sis

h l M ichnology Mapping
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Logic Synthesis

 Logic synthesis normally in two st

 Technology independent
Manipulate equations
 Optimize the logic equationp g q
 Independent of target IC m

 Technology dependent (Techn Technology dependent (Techn
 Equations are turned into n

© M. Shabany, ASIC/F

teps:

ns
edia

nology Mapping (TM))nology Mapping (TM))
netlist of the available gates

FPGA Chip Design



Technology Mapping

 Problem Definition:
 Given:

1 Boolean net ork G( e)1. Boolean network G(v,e), w
:  represent logic f
:  represent depen

Vv
Ee

2. Library of available gates

 Find: Find: 
 Netlist of gates from libra

so as to minimize some o
o Areao Area
o Delay
o Power
o Defect

© M. Shabany, ASIC/F

o Defect

herewhere
functions
ndencies between logic functions

ary that implements logic function G
of the following metrics:

FPGA Chip Design



Technology Mapping (TM)

 Example: Implement function  y=

Library Element

INV

y

AND

NANDNAND

OR

AND‐OR

© M. Shabany, ASIC/F

=t(a+g) given the following library

Area 
( i )

Delay
(sq units)

3 1 ns

(nsec)

6

8 2.5 ns

2 ns

8 2.5 ns

25 4 ns

FPGA Chip Design



Technology Mapping (TM)

 Possible Implementations:
A

a
g

t

a
g

t

a
g

t

 This is a small function with smal
 Larger designs + libraries         ma

© M. Shabany, ASIC/F

Area Delay

25 4 Best Delay

16 5 Best Area

17 5.5

ll library          3 choices
any more choices

FPGA Chip Design



Technology Mapping (TM)

 Algorithmic approach to TM (DAG
1. Take input Boolean network 

of “base functions” to creatof  base functions  to creat
e.g., 2‐input NANDs + invert

b)(aedF 

a

b

)ba(ed     
d
e

© M. Shabany, ASIC/F

GON Keutzer 80s)
and do a simple mapping into a network
te a “subject graph”te a  subject graph
ters

“Subject Network”

G(V,E)

FPGA Chip Design



Technology Mapping (TM)

 Algorithmic approach to TM (DAG
2. Take gates in library and crea

functionally equivalent and efunctionally equivalent and e
Gate Pattern G

Different implementations have
different area/delay properties

© M. Shabany, ASIC/F

GON Keutzer 80s)
ate a “pattern graph” for each that is 
expressed in the same base functionsexpressed in the same base functions
Graph

P1(V1,E1)

P2(V2,E2)

In case there are alternatives, 
add all of the pattern graphs

FPGA Chip Design



Technology Mapping (TM)

 Now we have subject graph G(V,E) a
P1(V1,E1), P2(V2,E2),…, PL(VL,EL) with t

We have to cover G(V,E) with the se
in a minimum cost

 Cost:  area (sum of area of all gates)

 Find the minimum‐cost cover is equ
 DP Idea:
 Break the overall problem into s Break the overall problem into s
 Solve sub‐problems optimally (st
 Use solutions to sub‐problems, c

© M. Shabany, ASIC/F

and set of pattern graphs
their area and delay properties

et of pattern graphs that results

), delay (max delay along any path),…

uivalent to dynamic programming (DP)

ub‐problemsub‐problems
tore results in a table)
construct solution to the overall problem

FPGA Chip Design



Technology Mapping (TM)

 DP for TM: (Work Backward)

 Begin at leafs of tree and find op

Move up tree find optimal mappMove up tree find optimal mapp
computed mappings

cdab

dcba   F





cdab     

cdab    




Create
using 

© M. Shabany, ASIC/F

ptimal mapping of each leaf node

pings for sub trees using alreadypings for sub‐trees using already‐
Subject Graph

leaf
1 2

3 4

5

e subject graph 
base functions

FPGA Chip Design

root



Technology Mapping (TM)
 DP for TM: (Work Backward)

Subject Graph List o

Gate1 2

Area Cost 0.53 4

Pattern Graph

A

5

© M. Shabany, ASIC/F

of gates, costs, and pattern graphs

1 1.2 1.2

B C D

FPGA Chip Design



Technology Mapping (TM)

 Begin at leafs, traverse all nodes

 Find all pattern graphs that mat
pattern graph all the way back (

 Record the best total cost to imp

1) B matches, cost = 1          record thi
2) B matches, cost = 1          record thi
3) A matches cost = 0 5 +1 (cost shar3) A matches, cost = 0.5 +1 (cost shar

C matches, cost = 1.2         record t
4) Same as node 3
5) B matches, cost = 1 + 1.2 + 1.2 =3.4

D matches, cost = 1.2 + 1 + 1 = 3.2 

© M. Shabany, ASIC/F

Solution: D for node 5, B for 

ch at each node (match the entire
(with trace back))
plement sub‐tree rooted at node

is match + cost
is match + cost
red for node 1)red for node 1)
his match + cost

4
        Best for node 5

FPGA Chip Design

nodes 1 and 2 (Optimal Mapping)



Technology Mapping (TM)

 Optimal Solution:

 Key DP point:

 If we later need to implement tp
another gate), we need only co

© M. Shabany, ASIC/F

the output of 3 explicitly (as the input to p p y ( p
onsider using C for node 3 (DP result).
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Technology Mapping (TM)

 Summary:

 Post‐order tree traversal (from le Post order tree traversal (from le

 For each node, find all the patte

 Choose the one with the best cu

 At root of tree, have optimal cos

 Can also be used for delay (carry Can also be used for delay (carry

© M. Shabany, ASIC/F

eaves to the root)eaves to the root)

rn graphs that match with trace back

umulative cost

st, trace back to construct mapping

y forward the longest path delay)y forward the longest path delay)

FPGA Chip Design



FPGA Technology Mapping

 Target gates: LUTs with K‐inputs tha
with K inputs

 Subject graph need not be in base f

 Nodes must have less than K inputs

 Same bottom‐up DP TM algorithm Same bottom‐up DP TM algorithm
Matching is different
 Only need to care about # of inp

© M. Shabany, ASIC/F

g (TM) 

at can implement any function 

functions

 (K‐bounded network)

puts not functionality
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FPGA Technology Mapping

 Example:
Mapping to 3‐LUTs (K=3)

What are matches at node 3?
 Each match is a cut
 Cuts of nodes 3:
 {i1, i2, 2}
 {i3 i4 1} {i3, i4, 1}
 {1,2}

 Fi di ll h d fi d Finding all matches at a node = find

A cut is K‐feasible if its s

© M. Shabany, ASIC/F

g (TM) 

3

1 2

i1 i2 i3 i4

i f K f ibl f h ding set of K‐feasible cuts for that node

size is less than K

FPGA Chip Design


