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 .را ثابت نماييد) 10.87(و ) 10.86(درستي مجموعه روابط  -19

 .را بدست آوريد) 10.115(و ) 10.114(روابط  -20

aˆفرض كنيد ) 10.104(در  -21 a= ⋅S S  وˆ
b b= ⋅S S كه در آن ،â  وb̂  بردارهايي يكه و

)ي  زاويهباشند، و با راستاهاي دلخواه  )1 ˆˆcos a bγ −= ي  آيا اسپينورهاي ويژه .با هم بسازند ⋅

;a ↑↓S  و;b ↑↓S ياي واتوان ز گر متعامدند؟ از ضرب داخلي اسپينورها مي اين دو عمل
1cos ; ;a bζ −

↑↑ = ↑ ↑S S،1cos ; ;a bζ −
↑↓ = ↑ ↓S S ،1cos ; ;a bζ −

↓↑ = ↓ ↑S S و ،
1cos ; ;a bζ −

↓↓ = ↓ ↓S S  حال نشان دهيد ي اين زوايا چقدر است؟ اندازه. تعريف كردرا: 

    ; ; ;a b bχ χ↑↑ ↑↓↑ = ↑ + ↓S S S  

    ; ; ;a b bχ χ↓↑ ↓↓↓ = ↑ + ↓S S S   

  صورت كلي ماتريس ضرايب 

    b a

χ χ
χ χ

↑↑ ↑↓

→
↓↑ ↓↓

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎣ ⎦

χ  

1ماتريس  وبوده نشان دهيد اين ماتريس يكاني . را بدست آوريد
a b b a

−
→ →=χ χ را بيابيد. 

 .بيازماييد) 10.116(، و )10.99(، )10.98( با كمكرا ) 10.121(و ) 10.120(درستي  -22

 )10.65(ي  رابطه يماتريسگر  عمل -23
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mc j
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c
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−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ −⎢ ⎥= ⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ − −⎣ ⎦

p p p

p p p
K

p p p

p p p

  

 ي جبري كه از حل معادله اين ماتريس Eي  ويژه گرهاي عملنشان دهيد . را در نظر بگيريد

[ ] 0I− =K E 2 دقيقاً برابرند با شوند، ناشي مي 2 2c m c± = ± + ⋅E p p ، كه با روابط

وجود داشته باشد كه طبق  Uاگر تبديلي يكاني مانند نشان دهيد  .در توافق است) 10.69(

  :آن بتوان نوشت
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  :خواهيم داشت گاه آن

(*)  ( ) ( ) ( )0,= =R R RG UΨ Ψ ψ  

  :آوريم و تبديل بالا بدست مي(*) در نهايت با حل 

    ( ) ( )†=R RUψ Ψ  

شوند،  جفت تكرار مي جفت Kي  گرهاي ويژه چون عمل .را محاسبه كنيد Uحال تبديل 

در چنين حالتي بردارهاي ويژه لزوماً . ي دو هستند تبهگن از درجه Kي  بردارهاي ويژه

لازم است كه تبديلي بر روي بردارهاي پايه به منظور  Uبراي يافتن تبديل . متعامد نيستند

]. 12[اشميت مشهور است - ها انجام گيرد كه به فرآيند متعامدسازي گرام متعامدسازي آن

پس از  .افزارهايي كه قابليت محاسبات نمادين دارند انجام دهيد توانيد با نرم اين مراحل را مي

به سادگي با كنار هم قرار دادن اين چهار بردار بدست  Uهاي پايه، تبديل بهنجارش بردار

2هاي دوم  متاسفانه ريشه. آيد مي 2m c + ⋅p p شوند، ولي  در اين تبديل مجدداً ظاهر مي

  :قرار دهيد Uتوانيد در تبديل  با تقريب ميبراي ذرات غير نسبيتي 

    ( )22 2
2 2

1 1
2 8

m c mc
mc m c

+ ⋅ ≈ + ⋅ − ⋅ +"p p p p p p  

  .انجامد مي) 8.46(به تصحيح نسبيتي انرژي خودبخود ، ي اول انجام اين عمل در تقريب مرتبه

)گر  عمل -24 )ˆ;nϕR  و با  گر يكاني است نشان دهيد اين عمل. در نظر بگيريد) 10.122(در

نيز نشان دهيد . نمايش ماتريسي آن را بدست آوريد 13كمك تمرين 

( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ; ; ;n n nφ ϕ φ ϕ+ =R R R .يك از جابجاگرهاي كدام ( ) ( )[ ]ˆ ˆ; , ;n nϕ φR R  و

( ) ( )[ ]ˆ ˆ; , ;n mϕ ϕR R صفرند؟ 

) نشان دهيد -25 ) ( )ˆ ˆcos sin ; ;x y xz zφ φ φ φ− = − +S S R S R . 
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]فرض كنيد   -26 ]( )1
2 1 2 1 3 2 3 I= − + +B A A A A A A  كهmA  تعريف ) 10.57.1(در

1 داريم ]13[نشان دهيد . اند شده
1 3

− =BA B A ،1
2 1

− =BA B A 1، و
3 2

− =BA B A. 

ي انرژي نشان دهيد  براي اسپينورهاي ويژه E→Eبا جايگزيني ) 10.65(ي  در معادله -27

2

c
E mc

+ −⋅
=

−
pσ

ψ ψ  2و

c
E mc

− +⋅
=

+
pσ

ψ ψ . با استفاده از تقريب غيرنسبيتيv c� 

)ثابت كنيد خواهيم داشت  )4 c v+ + − −⋅ ⋅∼
2

ψ ψ ψ ψ . حال با حذف−ψ  و به كمك

)گر  براي عمل 13تمرين  )( )⋅ ⋅p pσ σرا بازيافت كنيددر خلاء ي شرودينگر  ، معادله. 

به يكي ) 10.99(و ) 10.98(توان از  روابط تماميت را براي اسپينورهاي ويژه مي نشان دهيد -28

 :زير براي محورهاي دكارتي صوراز 

  
1̂ ; ; ; ; ; ; ; ;

; ; ; ;

x x x x y y y y

z z z z

= ↑ ↑ + ↓ ↓ = ↑ ↑ + ↓ ↓

= ↑ ↑ + ↓ ↓

S S S S S S S S

S S S S
  

  :نوشت) 10.116(با كمك  n̂تر در راستاي دلخواه  و يا در حالت كلي

    1̂ ; ; ; ;n n n n= ↑ ↑ + ↓ ↓S S S S  

) 7.76(گر  ي مشتق زماني عمل اگر رابطه. را در خلاء نظر بگيريد) 10.44(ي ديراك   معادله -29

tي  ي ديراك قابل استفاده باشد، مطلوبست محاسبه براي هاميلتوني معادله
∂
∂ r  2و

2t
∂
∂
r كه ،

پذير  مستقل از زمان و وارون Hگر هاميلتوني ديراك  اگر عمل. گر مكان است عمل rدر آن 

2گيري از عبارت  باشد، با دو بار انتگرال

2t
∂
∂
r  به تابعيت زماني( )tr حال با اثر دادن . پي ببريد

( )tr ي انرژي، نشان دهيد كه  روي يكي از حالات ويژه( )tr اي  جمله: داراي سه بخش است

اي نوساني كه مبين حركتي سريع و  كند، و جمله اي كه با زمان خطي تغيير مي ثابت، جمله

22mcωداراي بسامد تقريبي  ≈ ي سوم  ي اول چيست؟ جمله منشا دو جمله. است =

 1930گر در سال كه ابتدا توسط شرودين ،موسوم به حركت سريع است يا گر پديده بيان

 و گزارش گاه مشاهده سال در آزمايش 80اكنون به تازگي پس از  بيني شد و هم پيش] 14[

  ].15[گرديده است 
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  هميازد فصل

   كوانتش ميدان
  

به طور نوعي، . گردد هاي وابسته به زمان مطرح و تحليل مي موضوع كوانتش ميداناين فصل در 

الكترومغناطيس و هاي اتمي كه منجر به ايجاد امواج  هاي الكترومغناطيس و ارتعاشات شبكه ميدان

ها  ها و فونون هايي موسوم به فوتون گردند در اثر كوانتش انرژي، به بسته امواج صوتي در مواد مي

. ها بوده و داراي اسپين صحيح هستند ي بوزون هر دوي اين ذرات متعلق به خانواده .گردند تفكيك مي

اي قوي  ن كه حامل نيروي هستهكند و گلوئو تش ميدان گرانش را توصيف ميگراويتون كه كواننيز 

اگر وجود گراويتون بطور قطعي در آزمايش تاييد شود، . ها هستند ي بوزون است متعلق به خانواده

اي ضعيف  نيروي هسته ،هاي بنيادين طبيعت، يعني نيروي گرانش توان گفت كه ذرات حامل نيرو مي

همگي بوزون اي قوي  و نيروي هسته، )باشد كه با نيروي الكترومغناطيس داراي منشا يكسان مي(

ها، و  ها، پلارون ها، پلاريتون پلاسمون :شود ها نمي البته موضوع كوانتش محدود به اين خانواده. هستند

قابل ذكر است كه ميان فوتون و . ي ميادين گوناگون هستند هايي ديگر از ذرات شاكله ها مثال مگنون

ي مستقل و  در حالي كه فوتون به راستي يك ذره. د داردبرده يك تفاوت اساسي وجو ساير ذرات نام

كنش تجمعي تعداد  از برهم ها ها، و مگنون ها، پلارون ها، پلاريتون ها، پلاسمون واحد است، فونون

ذره به اين  اطلاق نام شبه. آيند، و بنابراين داراي هويت مجازي هستند بيشماري از ذرات بوجود مي
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. باشند ها بوزون مي ها فرميون بوده و پلاريتون از اين ميان، پلارون .ليل استدسته از ذرات، به همين د

كه ضمن  اند، در حالت جامد كشف شده] 1[ذرات جديدي موسوم به اسپينون و هولون  نيز اخيراً شبه

موقتاً ذره  ي دو الكترون به اين دو شبه با تجزيهاسپين -ي گسست بار برخورد دو الكترون در پديده

  .آيند ود ميبوج

 

كنش يك ميدان الكترومغناطيسي كوانتيده با يك اتم دوترازه را مطالعه  چنين در ادامه، برهم هم

در مقايسه با فصل نهم كه در . شوند خواهيم كرد كه در آن هم ميدان، و هم اتم، كوانتومي توصيف مي

 شد كلاسيك و اتم كوانتومي وصف مي ميدان الكترومغناطيس ليزركلاسيك،  طي يك نگرش نيمهآن 

تعميم اين مدل كوانتومي براي تعداد  .]3[ كنش كاملاً كوانتومي است جا توصيف اين برهم ، در اين]2[

  .به تفصيل مورد بحث قرار گرفته است] 4[هاي ميدان در مرجع  ها و مولفه دلخواهي از اتم

  

  ميدان و انرژي. 11.1

)مانند و برداري وابسته به زمان و مكان را  ، حقيقيتحليلي يتابع ) 3,t= ∈r F F r R  در نظر

)تابع  .بگيريد ),tF r ناميم اگر چگالي حجمي انرژي ناشي از ميدان  را يك ميدان مي( ),tF r  به

  :صورت زير قابل بيان باشد

)11.1(   3
1 1
2 2

, 1

: : i ij j
i j

FK F
=

Π = = ∑F K F  

⎡ijKكه در آن  ⎤= ⎣ ⎦K هاي ذاتي محيط ميزبان ميدان  گر ويژگي بياني دو است و  يك تانسور از رتبه

ناهمگن  هاي هاي همگن مستقل از مكان و زمان است، براي محيط براي محيط Kدر حالي كه . است

)داريم  )=K K r .اتلاف اين تانسور  هاي بي كه براي محيط) 1تمرين (توان نشان داد  چنين مي هم

† ، و بنابراين متقارنهرميتيحقيقي و  t= =K K K گرد  سان در غالب موارد محيط ميزبان هم .است

]است و داريم  ]K I=K .شود اده ميبه شكل زير س) 11.1(ي  در اين شرايط، رابطه:  

)11.2(  21 1
2 2K KΠ = ⋅ =F F F  
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)حال با استفاده از تبديل فوريه ميدان  ),tF r آيد دهيم و بدست مي را بسط مي:  

)11.3.1(  ( ) ( ){ }( ) ( ) ( )1 1
, , , exp

2
t t j t dω ω ω ω

π

+∞
−

−∞

= = −∫F r B r B rF  

)11.3.2(  ( ) ( ){ }( ) ( ) ( )
1

, , , exp
2

t t j t dtω ω ω
π

+∞

−∞

= = +∫B r F r F rF  

)با توجه به اين كه ميدان  ),tF r حقيقي است داريم:  

)11.4(  ( ) ( )*, ,ω ω− = +B r B r  

  :و بنابراين

)11.5(
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

*

0 0

0

1 1
, , exp , exp

2 2

2
Re , exp

t j t d j t d

j t d

ω ω ω ω ω ω
π π

ω ω ω
π

+∞ +∞

+∞

= − + +

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪= −⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ ∫

∫

F r B r B r

B r

  

  :گزين كرد و خواهيم داشت جاي) 11.1(را در ) 11.5(توان  مي

)11.6(  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( )

0 0

*

0 0

*

0 0

* *

0 0

1 2 3 4

1
, , : : , exp

4

1
, : : , exp

4

1
, : : , exp

4

1
, : : , exp

4

, , , ,

t j t d d

j t d d

j t d d

j t d d

t t t t

ω ϖ ω ϖ ω ϖ
π

ω ϖ ω ϖ ω ϖ
π

ω ϖ ω ϖ ω ϖ
π

ω ϖ ω ϖ ω ϖ
π

+∞ +∞

+∞ +∞

+∞ +∞

+∞ +∞

Π = − +

+ − −

+ + −

+ + +

= Π + Π + Π + Π

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

r B r K B r

B r K B r

B r K B r

B r K B r

r r r r

  

ي متعامدي مانند  هاي ويژه فرض كنيد كه محيط ميزبان با توجه به شرايط مرزي آن داراي مود

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( )( ) ( ), exp expn n n nt j t j t nω ω= − = −M r M r r اي كه باشد به گونه:  

)11.7(  

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )( ) ( )( )

( )( )

* 3

* 3

, : : ,

exp : :

exp

n m

m n n m

m n n m

n m

n m t t d r

j t d r

j t

ω ω

ω ω δ

δ

=

⎡ ⎤= − −⎣ ⎦
⎡ ⎤= − −⎣ ⎦

=

∫∫∫
∫∫∫

M r K M r

M r K M r  

)ي  هاي ويژه ي كت اگر مجموعه )n خواهيم داشتكامل باشد ،:  
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)11.8.1(  
( )

( )

( )

n
n

f n= ∑F  

)11.8.2(  
( )

( )
( ) ( ) ( )* 3, : : ,n nf n t t d r= = ∫∫∫F M r K F r  

)كنيم كه  در اينجا توجه مي ) ( )n nω ω− += و  −
( ) ( )

*
n n− +=M M . توان به جمع  را مي) 11.8.1(لذا

)به همراه دو دسته جملات مزدوج مختلط تقسيم كرد كه حقيقي بودن بسط را  ) ( )

*
n nf f− نتيجه  =+

  :خواهيم داشت) 11.3.2(بر اساس . دهد مي

)11.9(  

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( )

( )

( ) ( )
( )

( )( )
( )

( ) ( )
( )

( )( )
( )

1
, exp exp

2

1
exp

2

2

n n n
n

n n n
n

n n n
n

f j t j t dt

f j t dt

f

ω ω ω
π

ω ω
π

π δ ω ω

+∞

−∞
+∞

−∞

= − +

⎡ ⎤= − −⎣ ⎦

= −

∑∫

∑ ∫

∑

B r M r

M r

M r

  

  :خواهيم داشت. كنيم گزين مي جاي) 11.6(را در ) 11.9(حال 

)11.10.1(  ( ) ( )

( )

( )
( )

( )
( )

( )( ) ( )2 *
1 4

1
, : : exp 2 ,

2 n n n n
n

t f j t tωΠ = − = Π∑r M r K M r r  

)11.10.2(  ( ) ( )

( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

2 * *
2 2 3

1
, : :

2 n n n
n

t fΠ = = Π = Π∑r M r K M r r r  

)11.10.3(  ( ) ( )

( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

2 * *
3 3 2

1
, : :

2 n n n
n

t fΠ = = Π = Π∑r M r K M r r r  

)11.10.4(( ) ( )

( )

( )
( )

( )
( )

( )( ) ( )*2 * * *
4 1

1
, : : exp 2 ,

2 n n n n
n

t f j t tωΠ = + = Π∑r M r K M r r  

)حال انرژي كل محيط در اثر حضور ميدان  ),tF r در فضا ) 11.10(گيري از  توان ضمن انتگرال را مي

  :آوريم با انجام اين كار بدست مي. بدست آورد

)11.11(  ( ) ( ) 3,E t t d r= Π∫∫∫ r  

  :عبارتست از) 11.7(و ) 11.10(توجه به كه با 

)11.12.1(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4E t E t E t E t E t= + + +  

)11.12.2(  ( ) ( ) ( )

( )

2

2 3

1
2 n
n

E t E t f= = ∑  
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)11.12.3(( ) ( ) ( )

( )

( )( ) ( )
( )

( )
( )* 2 3

1 4

1
exp 2 : :

2 n n n n
n

E t E t f j t d rω= = −∑ ∫∫∫ M r K M r    

ي  دو جملهدر زمان ثابت هستند، در حالي كه ) 11.12.2(جملات مياني ) 11.12.1(بنابراين در 

)با بسامد  )11.12.3(ابتدايي و انتهايي  )2 nω± كنند نوسان مي.   

  ي پارسوال قضيه. 11.1.1

  :انرژي كل سيستم برابر است با گين ن ميامقدار ) 11.12(بديهي است كه طبق 

)11.13(  
( )

( )

2

n
n

E f= ∑  

ي  گين كل سيستم، برابر است با مجموع مربعات دامنه انرژي مياندهد كه  ي اخير نشان مي رابطه

معمولاً  .استي پارسوال در تبديلات فوريه  از قضيه تعميمياين قضيه در حقيقت . ي آن مودهاي ويژه

  :نويسيم را به شكل ظاهراً متفاوت، ولي متقارن زير مي) 11.13(ي  رابطه

)11.14(  
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

* *1
2 n n n n

n

E f f f f= +∑  

  

  الكترومغناطيسميدان . 11.1.2

)ميدان الكترومغناطيس  ),E H ي الكتريكي  از دو مولفه( ),tE r  و مغناطيسي( ),tH r  تشكيل شده

  :خورند ديگر پيوند مي است كه با معادلات ماكسول به يك

)11.15.1(  ( ) [ ] ( )0, ,rt t
t

μ μ
∂

∇× = −
∂

E r H r  

)11.15.2(  ( ) [ ] ( )0, ,rt t
t

ε ε
∂

∇× = +
∂

H r E r  

)11.15.3(  [ ] ( ){ }, 0r tε∇⋅ =E r  

)11.15.4(  [ ] ( ){ }, 0r tμ∇⋅ =H r  
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]به ترتيب گذردهي الكتريكي و مغناطيسي خلاء، و  0μو  0εكه در آن  ]rε  و[ ]rμ  تانسورهاي نسبي

الكتريكي و مغناطيسي به  هاي انرژي ميدان اي حجمي و لحظه دانيم كه چگالي مي. آن دو هستند

  :ترتيب برابرند با

)11.16.1(  ( ) ( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( )1 1
2 20 0, , , , : : ,e r rt t t t tε ε ε εΠ = ⋅ =r E r E r E r E r  

)11.16.2(  ( ) ( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( )1 1
2 20 0, , , , : : ,m r rt t t t tμ μ μ μΠ = ⋅ =r H r H r H r H r  

)ي  ي محيط با شماره و مغناطيسي ويژه هاي الكتريكي اگر ميدان )n  و بسامد( )nω  ،مشخص شوند

  :خواهيم داشت

)11.17.1(  ( )
( )

( ) [ ] ( )
( )

( ) [ ] ( )
( )

0n n r n n r nj jkω μ μ μ∇× = + = +E r H r G r  

)11.17.2(  ( )
( )[ ] ( )

( )
( ) [ ] ( )

( )
0 n n n r njkη ε∇× = ∇× = −H r G r E r  

0در آن كه  0 0η μ ε=  امپدانس ذاتي خلاء، و( )
( )

nG r  برداري موازي با( )
( )

nH r عدولي داراي ب ،

  :عبارتست از) 11.7(مانند ها  تعامد آن. ميدان الكتريكي است

)11.18.1(  ( ) ( )
( )

( ) [ ] ( )
( )

( )( )

* 3
0 : :n r m n mn m d rε ε δ= =∫∫∫ E r E r  

)11.18.2(  ( ) ( )
( )

( ) [ ] ( )
( )

( )( )

* 3
0 : :n r m n mn m d rμ μ δ= =∫∫∫ H r H r  

)با بسط دادن ميادين  ),tE r  و( ),tH r ي  روي ميادين ويژه( )nE  و( ) ( )0n nη=G H آيد بدست مي:  

)11.19.1(  ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( )( ) ( )
( )

( )

, expn n n n n
n n

t e t e j tω= = −∑ ∑E r E r E r  

)11.19.2(  
( ) ( ) ( )

( )
( ) [ ] ( )* 3

0 : : ,n n re t n t d rε ε= = ∫∫∫E E r E r  

)11.19.3(  ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( )( ) ( )
( )

( )0

1
, expn n n n n

n n

t h t h j tω
η

= = −∑ ∑H r H r G r  

)11.19.4(  
( ) ( ) ( )

( )
( ) [ ] ( )* 3

0 : : ,n n rh t n t d rμ μ= = ∫∫∫H H r H r  

  :ناشي از اين دو ميدان در فضا عبارتست از بنابراين كل انرژي

)11.20.1(  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

* * * *1 1
4 4e n n n n n n n n

n n

E e t e t e t e t e e e e⎡ ⎤= + = +⎣ ⎦∑ ∑  

)11.20.2(
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

* * * *1 1
4 4m n n n n n n n n

n n

E h t h t h t h t h h h h⎡ ⎤= + = +⎣ ⎦∑ ∑  
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)هاي  قابل ذكر است كه اگر ميدان ),tE r  و( ),tH r ي  روي ميادين ويژه( ) ( )
0E r  و( ) ( )

0H r  كه

)معرف مقادير ثابت در زمان با  )0 0ω   :ي مشهور مناصفه گاه قضيه هستند، تصوير نداشته باشند، آن =

)11.21(  e mE E=  

  :يا

)11.22(   ( ) ( )n ne h=   

  :و بنابراين انرژي ميدان الكترومغناطيس عبارتست ازبرقرار است 

)11.23(  
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

* *

* *

1
2
1
2

e m

n n n n
n

n n n n
n

E E E

e e e e

h h h h

= +

= +

= +

∑

∑

  

  ي مناصفه قضيه. 11.1.2.1

  .مي شود انرژي ميدان الكترومغناطيس بين اجزاي الكتريكي و مغناطيسي آن بالمناصفه تقسيم  :قضيه

)براي اين منظور كافي است صحت قضيه را براي يك مود ويژه مانند   :اثبات )n  11.22(مانند (

به سادگي ميسر ) 11.18(و تعامد ) 11.19(گاه تعميم قضيه با كمك بسط  آن. نشان دهيم

  :خواهيم داشت 5و تمرين  ،)11.17(و ) 11.19(با استفاده از  .است

)11.24(

( ) ( ) ( )
( ) [ ] ( )

( )

( )
( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

( )
( ) [ ] ( )

( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

* 3
0

* 3

* 3

* 3

* 3 *
0

*

: : ,

1
,

1
,

1
,

1
: : , ,

1
,

n n r

n
n

n
n

n
n

n r n
n

n n
n

h t t d r

t d r
j

t d r
j

t d r
j

t d r t d
j

e t t d
j

μ μ

ω

ω

ω

ε ε
ω

ω

=

= ∇× ⋅

= ⋅ ∇×

⎡ ⎤+ ∇ ⋅ ×⎣ ⎦

= + × ⋅

= + × ⋅

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫ ∫∫

∫∫

H r H r

E r H r

E r H r

E r H r

E r E r E r H r S

E r H r S

  

  .ي كل فضا صفر است حال كافي است نشان دهيم كه انتگرال سطحي روي سطح دربرگيرنده

  :خواهيم داشت) 11.9.3(با كمك بسط 
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)11.25(  ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

( )

* *,n m n m
m

t d h t d× ⋅ = × ⋅∑∫∫ ∫∫E r H r S E r H r S  

ي رساناي  گيري در فضا محصور به يك كاواك با حجم مشخص و پوسته اگر حجم انتگرال

  :ي زير برقرار است به ترتيب يكي از دو رابطه گاه مغناطيسي كامل باشد، آن الكتريكي يا

)11.26.1(   ( ) ( )n S∈ =E r 0   

)11.26.2(   ( ) ( )n S∈ =H r 0  

  . صفر خواهد بود) 11.25(طرفين  پس

شد، براي ، ولي ميدان در خارج از آن ميرا بابودهاگر كاواك فاقد مرزهاي رساناي كامل اما 

)داشتن انرژي محدود در مود  )n  در حد شعاع بزرگ داشته باشيملازم است كه

( )
( ) 11n r r δ+→ ∞ ∝E  و( )

( ) 11n r r δ+→ ∞ ∝H  0كه در آنδ پارامتري مثبت  <

1از  مودها ي ويژهها به بيان ديگر بايد ميدان است؛ r بنابراين، در سمت . تر ميرا شوند سريع

2dي درون انتگرال با در نظر گرفتن  جمله) 11.25(راست  r∝S  2به فرمr δ− كند  تغيير مي

  :آوريم برقرار بوده، و بدست مي) 11.22(بنابراين . و در نهايت به صفر ميل خواهد كرد

)11.27(  m eE E=  

      .كند كه اثبات قضيه را كامل مي  

  هاميلتوني كلاسيك. 11.2

توانند  ها قادرند حالات انرژي يكسان را با جمعيت بيش از واحد اشغال كنند، مي از آن جايي كه بوزون

)بطور همدوس جمع شده و توليد يك ميدان كوانتومي ماكروسكوپي مانند  ),tF r توصيف . را بنمايند

  .بندي متفاوتي دارد تها صحيح نيست و احتياج به صور ميدان بدين شكل براي فرميون

  :توان توابع زير را تعريف كرد و نوشت مي مبين انرژي ميانگين يك ميدان بوزوني باشد،) 11.14(اگر 

)11.28.1(  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( )( )1
0 exp expn n n n n

n

a t a j t f j tω ω
ω

= − = −  

)11.28.2(  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( )( )* * *1
0 exp expn n n n n

n

a t a j t f j tω ω
ω

= + = +  
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  :خواهيم داشتبراي انرژي كل، يا هاميلتوني كلاسيك، و كماكان 

)11.29(  
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

* *1
2n n n n n n

n n

E E a t a t a t a tω ⎡ ⎤= = +⎣ ⎦∑ ∑  

  :كنند را ارضا مي ، موسوم به معادلات حركت،معادلات ديفرانيسل زير) 11.28(توابع 

)11.30.1(  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n

d
a t j a t

dt
ω= −  

)11.30.2(  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *
n n n

d
a t j a t

dt
ω= +  

  

  گذار به دنياي كوانتومي. 11.3

بندي كوانتش ميدان، احتمال  در صورتتوان دريافت كه  مي) 5.48(و مقايسه با ) 11.29(با نگاهي به 

هاي  تواند جمعي از انرژي مي) 11.29(در حقيقت . گر هماهنگ وجود دارد برقراري ارتباط با نوسان

گرهاي هماهنگ مختلفي باشد كه هر كدام داراي بسامد تشديد  نوسان
( )nω ابتدا اطمينان  .است

بدين منظور با كمك . گر هماهنگ وجود دارد كنيم كه معادلات حركت مشابهي براي نوسان حاصل مي

)گرهاي فنا  براي عمل) 7.76( )ˆna  و بقا( )

†ˆna )5.45 ( براي مود( )n نويسيم مي:  

)11.31.1(  
( ) ( ) ( )[ ]Hˆ ˆ,n n n

d j
a a

dt
= +  

)11.31.2(  
( ) ( ) ( )H† †ˆ ˆ,n n n

d j
a a

dt
⎡ ⎤= + ⎣ ⎦  

  :داريم) 5.48(كه در آن طبق 

)11.32(
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )H † † † †1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
2 2 2n n n n n n n n n n n na a a a a a a aω ω ω

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜= + = − = +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  

)گرهاي فنا  ضمناً عمل )ˆna  و بقا( )

†ˆna  كنند ميگر ارضا  را در يك نوسان) 5.46(جبري نظير:  

)11.33(  ( ) ( )

†ˆ ˆ, 1n na a⎡ ⎤ =⎣ ⎦  

  :خواهيم داشت) 11.31(گذاري در  و جاي) 11.32(با كمك 
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)11.34.1(  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

†

† †

† †

ˆ ˆ ˆ ˆ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ

n n n n n

n n n n n n n

n n n n n n n n

n n

d
a j a a a

dt
j a a a a a a

j a a a a a a a

j a

ω

ω

ω

ω

⎡ ⎤= + ⎣ ⎦

= + −

= + − −

= −

  

)11.34.2(  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

† † †

† † † †

† † † † †

†

ˆ ˆ ˆ ˆ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ

n n n n n

n n n n n n n

n n n n n n n n

n n

d
a j a a a

dt
j a a a a a a

j a a a a a a a

j a

ω

ω

ω

ω

⎡ ⎤= + ⎣ ⎦

= + −

= + + −

= +

  

)گرهاي فنا  پس عمل )ˆna  و بقا( )

†ˆna  11.28(دارند، و شبيه به ) 11.30(با  معادلات حركت مشابهي (

  :توان نوشت مي

)11.35.1(  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )ˆ ˆ 0 expn n na t a j tω= −  

)11.35.2(  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )† †ˆ ˆ 0 expn n na t a j tω= +  

)گرهاي هماهنگ با بسامد تشديد  شماري از نوسان حال تعداد بي )nω گر  عمل. گيريم در نظر مي

  :اي عبارتست از هاميلتوني چنين مجموعه

)11.36(  
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

H H † †1
ˆ ˆ ˆ ˆ

2n n n n n n
n n

a t a t a t a tω ⎡ ⎤= = +⎣ ⎦∑ ∑  

را بتوانيم به شكل زير بازنويسي ) 11.31(كامل است، اگر معادلات حركت ) 11.29(با ) 11.36(تناظر 

  :كنيم

)11.37.1(  
( ) ( )[ ]Hˆ ˆ,n n

d j
a a

dt
= +  

)11.37.2(  
( ) ( )H† †ˆ ˆ,n n

d j
a a

dt
⎡ ⎤= + ⎣ ⎦  

)گزين هاميلتوني  جاي Hكه در آن هاميلتوني كل  )H n گر هماهنگ  براي نوسان( )n شده است .

) گرهاي فنا ها ميان عمل براي اين منظور كافي است جبري موسوم به جبر بوزون )ˆna و بقا ( )

†ˆna 

  .داشته باشيم
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  ها جبر بوزون. 11.3.1

ديگر اندركنش  هاي مودهاي مختلف با يك بوزون اين پايه استوار است كهجبر يك ميدان بوزوني بر 

  :داشتپس خواهيم . كند را ارضا مي) 11.33(چنين، هر بوزوني مستقلاً جبر  هم. ندارند

)11.38.1(  †ˆ ˆ,n m nma a δ⎡ ⎤ =⎣ ⎦  

)11.38.2(  [ ]ˆ ˆ, 0n ma a =  

)11.38.3(  † †ˆ ˆ, 0n ma a⎡ ⎤ =⎣ ⎦  

)به جاي  mو  n هاي كه در آن زيرنويس )n  و( )m هاميلتوني يك . براي سادگي بكار رفته است

1ي صفر  نظر از انرژي نقطه ميدان بوزوني با صرف
2 nω∑ شود به شكل زير نوشته مي:  

)11.39(  ( )H † † †1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

2n n n n n n n n n n
n n n

a a a a a a nω ω ω= = + =∑ ∑ ∑  

ˆ†كه در آن  ˆ ˆn n nn a a=  هاي مود  گر شمارش بوزون عمل) 5.48(در قياس باn پس همانطور كه  .است

زياد يا كم  ωي انرژي  ، به ترتيب يك بسته)5.70(مانند  âو  â†گرهاي نردباني  عمل) 5.48(در 

†گرهاي بقا  كنند، عمل مي
n̂a  و فناn̂a  به ترتيب يك بوزون در مودn  با انرژيnω  آفريده يا نابود

  .كنند مي

  

  ها  جبر فرميون. 11.3.2

)گرچه يك ميدان فرميوني با يك تابع  ),tF r هاي بوزوني قابل توصيف نيست، ولي  به سهولت ميدان

  :]5[ ها را تجسم كرد و نوشت توان تعداد قابل شمارشي از فرميون كماكان مي

)11.40(  ( )H † † †1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

2n n n n n n n n n n
n n n

c c c c c c nω ω ω= = − =∑ ∑ ∑  

به  n̂c†و  n̂cچنين  هم. دلالت دارد nωبه نوع فرميون با انرژي آفرينش  nكه در آن زيرنويس 

ها به دو نوع الكترون و  ها فرميون هادي مثلاً در نيمه. گرهاي فنا و بقاي فرميون هستند ترتيب عمل

  :ندها برخوردار براي بوزون) 11.38(ها از جبر متفاوتي نسبت به  فرميون. شوند حفره تقسيم مي
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)11.41.1(  { }†ˆ ˆ,n m nmc c δ=  

)11.41.2(  { }ˆ ˆ, 0n mc c =  

)11.41.3(  { }† †ˆ ˆ, 0n mc c =  

براي ) 11.40(ي  رابطهگر هاميلتوني  عمل. تعريف شده است) 10.56.2(كه در آن پادجابجاگر در 

  . شود هاي فاقد اندركنش نوشته مي فرميون

  

حضور تنها يك فرميون در هر حالت انرژي را تضمين ) 11.41(سادگي ديد كه جبر توان به  مي

هاميلتوني . براي اين منظور فرض كنيد كه يك ميدان فرميوني با تنها يك نوع فرميون داريم .كند مي

  :عبارتست از) 11.40(اين سيستم طبق 

)11.42(  ( )H † † †1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ

2
c c c c cc nω ω ω= = − =  

  :داريم) 11.41(كه در آن بر اساس 

)11.43.1(    { }†ˆ ˆ, 1c c =  

)11.43.2(  { }ˆ ˆ, 0c c =  

)11.43.3(  { }† †ˆ ˆ, 0c c =  

بدان مفهوم هستند كه يك تراز انرژي ) 11.43.3(و ) 11.43.2(نظر از تبهگني اسپين، روابط  با صرف

ها در يك تراز انرژي بايد دقيقاً  بيان ديگر تعداد فرميونبه . توان دو بار پر يا خالي كرد را هرگز نمي

  .صفر يا يك باشد، و حالت ديگري وجود ندارد

هاي موجود در تراز  و به همين ترتيب، اگر تعداد فرميون. 0حالت خلاء با صفر فرميون عبارتست از 

νبرابر  ωانرژي  ∈N گاه  باشد، آنν  كت حالت حضورν  فرميون در تراز انرژيω است .

  :نوشت) 5.61(توان با الهام از  بنابراين مي

)11.44.1(  ˆ 1c cνν ν= −  

)11.44.2(  †ˆ 1c dνν ν= +  
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  :توان نوشت مي) 5.62(پس مانند 

)11.45(  2†ˆ ˆ ˆn c c cνν ν ν ν= =  

  :شود كه استفاده مي) 11.43(چنين از  هم

)11.46(  2†ˆ ˆˆ1 1n cc dνν ν ν ν= − = −  

  :بنابراين

)11.47(  2 2
1c dν ν+ =  

  :بايد داشته باشيم) 5.53(، مانند 0دانيم كه طبق تعريف كت  چنين مي هم

)11.48(  ˆ 0c = ∅  

0بنابراين بلافاصله خواهيم داشت  0c 0و  = 1d   :، يا=

)11.49.1(  ˆ 0 0 1c = − = ∅  

)11.49.2(  †ˆ 0 1 1 1c = =  

  :گيرد، كافي است نشان دهيم راي آن كه ثابت كنيم حداكثر يك فرميون در اين تراز جايي ميب

)11.50(  †ˆ 1c = ∅  

  :استفاده كرد) 11.43.3(توان از  براي اين منظور مي

)11.51(  † † †ˆ ˆ ˆ1 0 0 0c c c= = = ∅  

  :توان استفاده كرد نيز مي) 11.49.1(براي تاييد ) 11.43.2(به طريق مشابه، از 

)11.52(  ˆ ˆˆ0 1 0 1c cc= = = ∅  

  

  گرهاي ميدان عمل. 11.4

)براي ميدان بوزوني ) 11.8(به بسط  ),tF r توان نوشت مي. توجه كنيد:  

)11.53(( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

, , expn n n n n n n
n n n

t f t f j t f tω= = − =∑ ∑ ∑F r M r M r M r  

  :شكل زير قابل بازنويسي استبه ) 11.53(بديهي است كه به خاطر حضور جملات متقارن بسط 



 

 

كوانتش ميدان 250

)11.54(  ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

* *1
,

2 n n n n
n

t f t f t⎡ ⎤= +⎣ ⎦∑F r M r M r  

  :داراي انرژي زير است) 11.14(چنين ميداني مطابق 

)11.55(  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

* *1
2 n n n n

n

E f t f t f t f t⎡ ⎤= +⎣ ⎦∑  

از ) 11.55(گر انرژي، يا هاميلتوني متناظر با  دهد كه عمل نشان مي) 11.39(قياس با هاميلتوني 

  :هاي گزيني جاي

)11.56.1(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ˆn n nf t a tω→  

)11.56.2(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* †ˆn n nf t a tω→  

)پس هاميلتوني انرژي ميدان . آيد بدست مي ),tF r به سادگي عبارتست از:  

)11.57(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

H † †1
ˆ ˆ ˆ ˆ

2 n n n n n
n

a t a t a t a tω ⎡ ⎤= +⎣ ⎦∑  

)گر برداري ميدان  شود كه عمل معلوم مي) 11.56(و ) 11.54(پس با استفاده از  ),tF r عبارتست از:  

)11.58(  
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

F † *

* †

1
ˆ ˆ

2
1

ˆ ˆ
2

n n n n n
n

n n n n n
n

a t a t

a t a t

ω

ω

⎡ ⎤= +⎣ ⎦

⎡ ⎤= +⎣ ⎦

∑

∑

M r M r

M r M r
  

اين بدان معني است . شوند گرهاي بوزوني ميدان فقط در جزء زماني ظاهر مي كنيم كه عمل توجه مي

هاي مكاني آن از فرم كلاسيك مساله، كه  شود و ويژگي ار كوانتش ميفقط در زمان دچكه ميدان 

  .گردد و شرايط مرزي آن است، ناشي مي محيط ميزبانشامل شكل 

  

  هاي الكترومغناطيس گرهاي ميدان عمل. 11.4.1

هاي الكتريكي و مغناطيسي قابل  گرهاي ميدان مستقيماً براي بدست آوردن عمل) 11.19(هاي  بسط

  :آوريم استفاده كرد و بدست مي) 11.56(توان از  براي اين منظور مي. اند استفاده

)11.59.1(  ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

E † *1
ˆ ˆ

2 n n n n n
n

a t a tω ⎡ ⎤= +⎣ ⎦∑ E r E r  
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)11.59.2(  ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

G † *1
ˆ ˆ

2 n n n n n
n

a t a tω ⎡ ⎤= +⎣ ⎦∑ G r G r  

)گر ميدان پتانسيل برداري مغناطيسي  چنين غالباً عمل هم ),tA r مورد نياز است، كه روابط:  

)11.60.1(  [ ] ( ) ( )0 , ,r t tμ μ = ∇×H r A r  

)11.60.2(   ( )
( ),

,
t

t
t

∂
= −

∂
A r

E r   

ي  و در پيمانه) 11.59.1(، و )11.60.2(با كمك . ]6[ كند ارضا مي )8تمرين ( ي كولمب را در پيمانه

  :توان نوشت كولمب مي

)11.61.1(  ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

A † *1
ˆ ˆ

2 n n n n n
n

a t a tω ⎡ ⎤= +⎣ ⎦∑ A r A r  

)11.61.2(  ( )
( )

( )

( )
( )

n n
n

j
ω

= −A r E r  

  

  حالت همدوس. 11.5

ها صفر  داشتي نسبت به تعداد دقيقي از بوزون يابيم كه ميدان بوزوني چشم در مي 4با رجوع به تمرين 

) ي ويژه كلاسيك هاي در حقيقت براي يافتن ميداني كه در زمان بتواند مانند مود. است )n  با بسامد

)مثل مشخصي  )nω  داشتي  هستيم كه مقدار چشممتفاوتي يك كت نوسان بكند، نيازمند تعريف

αنشان دهيم كه در آن  αفرض كنيد اين كت را با نماد . ميدان نسبت بدان صفر نباشد ∈ C 

)براي مود خاص ) 11.58(داشتي طبق  حال ميدان چشم .پارامتري است مختلط )n برابر است با:  

)11.62(  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

F

† *

† *

,

1
ˆ ˆ

2
1

ˆ ˆ
2

n

n n n n n

n n n n n

t

a t a t

a t a t

α α

ω α α

ω α α α α

=

= +

⎡ ⎤= +⎣ ⎦

F r

M r M r

M r M r

   

)نظر از نمايش زيرنويس  ، و صرف)11.35(با استفاده از  )n آوريم بدست مي:  

)11.63.1(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *1 1
, exp exp

2 2
t j t j tβ ω β ω= − + +F r M r M r  
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)11.63.2(  ( ) ( )ˆ 0n aβ ω α α=  

براي  )11.63.2(در  βداشتي  اي باشد كه مقدار چشم به گونه αي  گذاري كت ويژه اگر نام

  :گذاري خود كت استفاده شود بايد داشته باشيم نام

)11.64(  âα α α=  

  :بيان ديگريا به 

)11.65(  â α α α=  

داشتي  براي آن كه ميدان چشم âگر فنا  ي عمل به عنوان كت ويژه αدهد كه انتخاب  نشان مي

شود  به اين انتخاب خاص، حالت همدوس گفته مي .است) و نه لازم(كافي  غير صفر باشد) 11.63.1(

  ].8و7و3[

  

براي اين منظور . ميسر است) 11.65(از طريق حل مستقيم  αي فرم كامل حالت همدوس  محاسبه

α خواهيم داشت. دهيم گر هماهنگ بسط مي ي نوسان را روي حالات پايه:  

)11.66(  
0
n

n

nα α
∞

=

= ∑  

  :آيد بدست مي) 5.70(و استفاده از ) 11.65(گذاري در  با جاي

)11.67(  
0

0

0

ˆ ˆ

ˆ

1

n
n

n
n

n
n

a a n

a n

n n

α α

α

α

∞

=
∞

=
∞

=

=

=

= −

∑

∑

∑

  

0nي نخست  با توجه به صفر بودن جمله ) 11.66(، و عنايت به سمت راست )11.67(در بسط  =

  :خواهيم داشت

)11.68(  1
0 0

1n n
n n

n n nα αα
∞ ∞

+
= =

+ =∑ ∑  

  :شود ي بازگشتي زير حاصل مي در طرفين رابطه mبا ضرب براي 
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)11.69(  1

1
m

m m

α α
α

+ =
+

  

  :در نتيجه خواهيم داشت

)11.70(  
0 !

m
m

m

α α
α

=  

  :دهد نشان مي) 11.66(كه طبق 

)11.71(  0
0 !

n

n

n
n

α
α α

∞

=

= ∑  

  :قابل محاسبه است αبا رعايت شرط بهنجارش كت  0αپارامتر مجهول 

)11.72(  ( )
2

2 2 2
0 0

0

exp 1
!

n

n n
α

α α α α α
∞

=

= = =∑  

  :آيد بدست مي 0αنظر از فاز بديهي  در نتيجه با صرف

)11.73(  2
0

1
exp

2
α α

⎛ ⎞⎟⎜= − ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
  

  :عبارتست از) 11.71(با كمك ) 11.65(در  αبنابراين كت حالت همدوس 

)11.74(  2

0

1
exp

2 !

n

n

n
n

α
α α

∞

=

⎛ ⎞⎟⎜= − ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∑  

0αبديهي است كه براي حالت خاص  0αداريم  = گر  ي نوسان يعني حالت پايه). چرا؟( =

0αهماهنگ به تنهايي يك حالت همدوس با  ي حالت همدوس در آن است كه  اهميت ويژه. است =

2مربعات ضرايب بسط آن 

nα اي است كه گلابِر را براي  اين دقيقاً ايده. باشند داراي توزيع پواسون مي

  ].7[ولين بار به تعريف حالت همدوس رهنمون ساخت ا

  هاي ميدان همدوس ويژگي. 11.5.1

)داشتي  حال به شدت ميدان چشم ) ( )
2

, ,I t t=r F r  نسبت به حالت همدوسα كنيم توجه مي:  

)11.75.1(  ( ) I,I t α α=r  

)11.75.2(  I F F= ⋅  

)براي مود خاص ) 11.58(با استفاده از  )n  داريمو بدون نمايش صريح زيرنويس مربوطه:  
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)11.76(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )I † * † *ˆ ˆ ˆ ˆ,
4

t a t a t a t a t
ω ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + ⋅ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦r M r M r M r M r  

  :كه به فرم زير قابل بسط است

)11.77(  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

I 2 † *1 1
4 4

† * †2 * *1 1
4 4

2 2 † *1 1
4 4

† * 2 †2 * *1 1
4 4

ˆ ˆ ˆ,

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ0 0 0

ˆ ˆ ˆ0 0 0

j t

j t

t a t a t a t

a t a t a t

e a a a

a a e a

ω

ω

ω ω

ω ω

ω ω

ω ω

−

+

= ⋅ + ⋅

+ ⋅ + ⋅

= ⋅ + ⋅

+ ⋅ + ⋅

r M r M r M r M r

M r M r M r M r

M r M r M r M r

M r M r M r M r

  

  :آيد بدست مي) 11.75.1(داشتي مطابق  با اخذ مقدار چشم

)11.78(
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 * †1 1
4 4

* † 2 * * †21 1
4 4

ˆ ˆ ˆ,

ˆˆ ˆ

j t

j t

I t e a a a

aa e a

ω

ω

ω α α ω α α

ω α α ω α α

−

+

= ⋅ + ⋅

+ ⋅ + ⋅

r M r M r M r M r

M r M r M r M r
  

  :آيد بدست مي) 11.33(و استفاده از جبر بوزوني ) 11.65(با كمك تعريف حالت همدوس 

)11.79.1(  2 2âα α α=  

)11.79.2(  † 2ˆ ˆa aα α α=  

)11.79.3(  † † 2ˆˆ ˆ ˆ1 1aa a aα α α α α= + = +  

)11.79.4(  †2 *2âα α α=  

  :خواهيم داشت) 11.78(در ) 11.79(گزيني  با جاي

)11.80(  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 *1 1 2
4 4

* 2 *2 * *1 12
4 4

*1 2
2

2 *2 * * 2 21 1
4 4

*1
4

,

1

j t

j t

j t j t

I t e

e

e e

ω

ω

ω ω

ω α ω α

ω α ω α

ω α

ω α ω α

ω

−

+

+ −

= ⋅ + ⋅

+ + ⋅ + ⋅

= ⋅

+ ⋅ + ⋅

+ ⋅

r M r M r M r M r

M r M r M r M r

M r M r

M r M r M r M r

M r M r

  

  :آيد نظر كنيم، مقدار ميانگين شدت ميدان بدست مي صرف ±2ωهاي  اگر از جملات حاوي بسامد

)11.81(  ( ) ( ) ( )
21 2

4, 2 1I t ω α= +r M r  

0αحتي به ازاي ) 11.81(عبارت برخلاف رفتار كلاسيك،  ها  يا هنگامي كه ميدان تهي از بوزون، =

دهد كه در توصيف كوانتومي ميدان بوزوني، همواره مقداري  اين نشان مي. باشد نيز غير صفر مي ،است
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صفر ولي شدت غير صفر و مستقل از داشتي  زمينه وجود دارد كه داراي مقدار چشم نوسانات در پس

ي صفر  شود و ريشه در انرژي نقطه ي صفر گفته مي به اين نوسانات، اغتشاشات نقطه .زمان است

گر انرژي، را از  داشتي هاميلتوني، يا عمل براي نمايش اين موضوع، مقدار چشم. هنگ داردگر هما نوسان

  :آوريم بدست مي براي يك ميدان همدوس )11.57(

)11.82.1(  HE α α=  

)11.82.2(  ( ) ( ) ( ) ( )H † †1
ˆ ˆ ˆ ˆ

2
a t a t a t a tω ⎡ ⎤= +⎣ ⎦  

  :خواهيم داشت) 11.79.3(و ) 11.79.2(با استفاده از 

)11.83(  2 1
2

E ω α
⎛ ⎞⎟⎜= + ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

  

ها در يك ميدان  دهد كه تعداد ميانگين بوزون بلافاصله نشان مي) 11.79.2(و ) 5.80(با  مقايسه

  :همدوس بوزوني برابر است با

)11.84(  2ˆn nα α α= =  

ˆ†كه در آن  ˆ ˆn a a= تعريف شده است) 5.48(گر شمارش بوزون است كه در  عمل.   

  

  :ميدان ميانگين برابر خواهد بود باگر شدت  چنين عمل هم

)11.85(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )I † † *1
4 ˆ ˆ ˆ ˆ,t a t a t a t a tω ⎡ ⎤= + ⋅⎣ ⎦r M r M r  

Iبديهي است كه  H, 0⎡ ⎤ =⎣   ).چرا؟( ⎦

  

  :گر چگالي انرژي را محاسبه كنيم قادريم كه عمل) 11تمرين (در نهايت با انجام فرآيندي مشابه 

)11.86(( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

U 2 † *1 1
2 2

† * †2 * *1 1
2 2

ˆ ˆ ˆ, : : : :

ˆ ˆ ˆ: : : :

t a t a t a t

a t a t a t

ω ω

ω ω

= +

+ +

r M r K M r M r K M r

M r K M r M r K M r
  

  :آوريم گر چگالي انرژي ميانگين را بدست مي حذف جملات وابسته به زمان، عملو از آن جا با 

)11.87(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )U † † *1
2 ˆ ˆ ˆ ˆ, : :t a t a t a t a tω ⎡ ⎤= +⎣ ⎦r M r K M r  
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  ميدان تنش. 11.6

ناشي ش نبندي كوانتش ميدان تَ ، امكان صورت11.4و  11.1هاي  روابط معرفي شده در بخش با كمك

بدين منظور كافي است اگر  .گردد، وجود دارد مي ]9[ها  كه منجر به پيدايش فونونسان،  از امواج كش

)به جاي ميدان برداري  ),tF r
 

  :، ميدان تانسوري تنش)11.1(در 

)11.88(   ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

11 12 13

21 22 23

31 32 33

, , ,

, , , , ,

, , ,

ij

t t t

t t t t t

t t t

σ σ σ

σ σ σ σ

σ σ σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎢ ⎥= =⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

r r r

r r r r r

r r r

σ   

ijدر حالت كلي تانسور تنش متقارن است، يعني  .را قرار دهيم jiσ σ= . براي آن كه در ضرب داخلي

اي باشد، احتياج به تعريف تانسور متفاوتي با  كميتي حقيقي و نرده Πچگالي حجمي انرژي ) 11.1(

⎡ijklK، مانند ي چهار رتبه ⎤= ⎣ ⎦K،  به جايijK⎡ ⎤= ⎣ ⎦K ي دو است خواهيم داشت كه داراي رتبه .

⎡ijklcمعمولاً اين تانسور با نماد  ⎤= ⎣ ⎦c ششود و موسوم به تانسور  نمايش داده مي10- 12[ ساني ك[ 

هاي مكانيكي يك محيط پيوستار است، و تا جايي  ي تمام ويژگي دربرگيرنده ساني كشتانسور . است

براي  .بندي استفاده كرد توان از اين صورت ها از ثابت شبكه خيلي بزرگتر باشد مي كه طول موج فونون

 ساني كشكند؛ در مقايسه، تانسور  يك فنر ساده، ثابت فنر بين جابجايي و نيرو تناسب برقرار مي

) شي بين تانسور جابجايي، موسوم به تانسور كُرنا رابطه ) ( ), ,ijt tε⎡ ⎤= ⎣ ⎦r rε  ،سازد و تانسور تنش مي:  

)11.89(  ( ) ( ), : ,t t=r c rσ ε  

  :يا به بيان ديگر

)11.90(  ( ) ( ) ( )
,

, , ,ij ijkl kl
k l

t c t tσ ε= ∑r r r  

  :براي انرژي به فرم) 11.1(ي  به هر حال، كماكان رابطه

)11.91(  1 1
2 2

, , ,

: : ij ijkl kl
i j k l

cσ σΠ = = ∑cσ σ  

ي  متاسفانه محاسبه. بلادرنگ قابل استفاده است 11.4ي نتايج بخش  ماند، و لذا كليه معتبر باقي مي

)ي تنش  تانسورهاي ويژه ) ( ) ( )( ) ( )
( ), expn n nt j tω= −r rσ σ  براي يك ساختار مشخص در عمل
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 Q گر ميدان تانسور تنش ولي با فرض معلوم بودن اين تانسورهاي ويژه، عمل. بسيار دشوار است

  :عبارتست از) 11.58(مطابق 

)11.92(  
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )

Q † *1
ˆ ˆ

2 n n n n n
n

a t a tω ⎡ ⎤= +⎣ ⎦∑ r rσ σ  

  :عبارتست از) 11.57(و هاميلتوني چنين ميداني مطابق 

)11.93(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

H † †1
ˆ ˆ ˆ ˆ

2 n n n n n
n

a t a t a t a tω ⎡ ⎤= +⎣ ⎦∑  

نزديكي دماي صفر مطلق نيز ي صفر در ارتعاشات شبكه است كه حتي در  كه مبين وجود انرژي نقطه

بندي كوانتش براي نانوساختارهاي مزوسكوپي با ابعاد چند ده نانومتر  اين صورت .وجود خواهد داشت

  .پذيرند مفيد است ها مهم است، ولي مكانيك پيوستار را نيز مي تا چند ده ميكرون كه كوانتش در آن

  ي نانوساختارها گرماي ويژه. 11.6.1

  ]:12و11[داريم  شبكه ي رماي ويژهگ با توجه به تعريف

)11.94(  E
C

T
∂

=
∂

  

براي اين منظور كافي . چندان دشوار نيست) 11.93(يافتن فرمي براي گرماي ويژه با توجه به كوانتش 

ها  توزيع تعداد بوزون، و هنگام برقراري تعادل ترموديناميك، Tمانند مطلقي ي در دمااست بدانيم 

  .هستيم] 3[بدين منظور ناگزير از بكار بردن مفهوم حالت گرمايي . چگونه است

  

  :اي مانند ، سيستم در كت ويژهTبراي يك سيستم بوزوني در حال تعادل و در دماي مشخص 

)11.95(  { }
{ }

{ }

m
m

mψ ψ=∑  

}گيرد، كه در آن  قرار مي }mψ  ضرايب بسط و{ }m از آن جايي كه سيستم . هاي ويژه هستند كت

)شماري بسامدهاي ويژه مانند  در حالت كلي داراي تعداد بي )nω تواند با  اي مي است، هر مود ويژه

)مثلاً مود . هاي خاص خود تحريك شود تعداد بوزون )n تواند داراي  مي( )nm  بوزون با انرژي( )nω و ،

)لذا در كت حالت  )nm نظر انرژي و قطبش در مودهاي  ها از نقطه وع بوزونچون ن. قرار داشته باشد



 

 

كوانتش ميدان 258

ي سيستم بايد از ضرب خارجي اين دسته  ديگر متفاوت است، در حالت كلي كت ويژه مختلف با يك

  :بنابراين خواهيم داشت. ها حاصل شود كت

)11.96(  { } ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 nm m m m m=  

)اينشتين، احتمال نسبي اشغال هر حالت با -طبق توزيع بوز )nm  بوزون داراي انرژي( )nω  عبارتست

  ]:3[از 

)11.97.1(  ( )( ) ( ) ( )( )expn n nP m m β∝ −  

)11.97.2(  ( )

( )n
n kT

ω
β =  

  :لذا داريم. ثابت بولتزمان است kكه در آن 

)11.98(  ( )( ) ( ) ( ) ( )( )expn n n nP m N m β= −  

)كه در آن  )nN بنابراين كت حالت حرارتي مربوط به مود برابر است با. ثابت بهنجارش است:  

)11.99(  
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
1
2exp

n n n
m

n n n n
m

P m m

N m m

ψ

β

=

= −

∑

∑
  

اينشتين براي -كه اين تركيب خاص منجر به همان توزيع مشهور بوز] 3[توان به سادگي ديد  مي

  :آوريم داشتي هاميلتوني را بدست مي بدين منظور مقدار چشم. گردد ها مي بوزون

)11.100(  

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

H

H

H
,

,

,

1
2

1
2

1
exp exp

2

n n n n

n n n n n
l m

n n n n
m l

n n n n n n
m l

n n n
m l

n n n n n n n
m m

E

P l l N P m m

P m P l l m

P m P l m l m

P m m

N m m m

ψ ψ

ω

ω

ω β β

=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥=
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

=

⎛ ⎞⎟⎜= + ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

⎛ ⎞⎟⎜= + ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

⎡ ⎤
⎢ ⎥= − + −
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑

∑

∑

∑

∑ ∑

  

  :آوريم بدست مي 21در اين مرحله با كمك تمرين 



 

 

 فصل يازدهم  259

)11.101(  ( ) ( ) ( )

( )( )
( )( ) ( )( )2

exp 1 1
2 1 exp1 exp

n
n n n

nn

E N
β

ω
ββ

⎧ ⎫⎪ ⎪−⎪ ⎪⎪ ⎪= +⎨ ⎬⎡ ⎤⎪ ⎪⎡ ⎤ − −− −⎪ ⎪⎣ ⎦⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
  

)ثابت بهنجارش  )nN  از شرط( ) ( ) 1n nψ ψ   :آيد بدست مي) 11.99(و با كمك  =

)11.102(  

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( )

( )( )

exp

1
1 exp

1

n n n
m

n n n
m

n
n

P m

N m

N

ψ ψ

β

β

=

= −

=
− −

=

∑

∑
  

  :پس خواهيم داشت

)11.103(  ( ) ( )( )1 expn nN β= − −  

  :خواهيم داشت) 11.101(سازي  با باز كردن و سادهاكنون 

)11.104(  
( ) ( )

( )( )
( )( )

( )

( )( ) ( )

exp 1
1 exp 2

1 1
exp 1 2

n
n n

n

n n
n

E
β

ω
β

ω ω
β

⎧ ⎫⎪ ⎪−⎪ ⎪= +⎨ ⎬⎪ ⎪− −⎪ ⎪⎩ ⎭

= +
−

  

  :اينشتين بايد بصورت زير باشد-بوزدهد توزيع  كه نشان مي

)11.105(  ( )
1

exp 1
f E

E
kT

=
⎛ ⎞⎟⎜ −⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

  

) ي صفر انرژي نقطه) 11.104(بديهي است كه در  )
1
2 nω ،فاقد ، كه داراي منشا كوانتومي است

  .اينشتين محذوف است-وابستگي به دما بوده و از توزيع بوز

  

  :نوشترا ) 11.95(توان كت حرارتي  مي) 11.97(حال بر مبناي 

)11.106(  
{ }

{ }

{ }

( ) ( )
{ }

{ }

1
2exp

m
m

n n
m n

P m

N m m

ψ

β

=

⎛ ⎞⎟⎜= − ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

∑

∑ ∑
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  ):چرا؟(عبارتست از  Nدر آن ثابت بهنجارش كه 

)11.107(  ( )

( )

( )( )
( )

1 expn n
n n

N N β⎡ ⎤= = − −⎣ ⎦∏ ∏  

  :عبارتست از Tپس انرژي سيستم در تعادل ترموديناميك و در دماي مطلق 

)11.108(  
( ) ( )

{ } { }

{ }

H

Hexp n n
m n

E

N m m m

ψ ψ

β

=

⎛ ⎞⎟⎜= − ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∑ ∑
  

  :توان نوشت مي) 11.93(و هاميلتوني ) 11.96(با كمك تعريف 

)11.109(

{ } { }

( )
{ }

( ) ( )

( )

{ }

( )
{ }

( ) ( )

( )

{ }
( )

{ } { }

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

( )

( ) ( )

( )

( )

( )

H
† 1

2

† 1
2

†
2 1 0 0 1 2

1
2

†
2 2 1 1 0 0

1
2

1
2

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ

n n n
n

n n n n
n n

n n n n n
n

n
n

n n n n n
n

n
n

n n n
n n

m m

m a a m

m a a m m m

m m m m a a m m m m

m a a m m m m m m m

m

ω

ω ω

ω

ω

ω

ω

ω ω

⎡ ⎤= +⎣ ⎦

= +

=

+

=

+

= +

∑

∑ ∑

∑

∑

∑

∑

∑ ∑

  

  :آوريم بدست مي) 11.108(و ) 11.107(حال بر اساس 

)11.110(( )( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( ){ }

1
21 exp expn n n n n n

n m n n n

E m mβ β ω ω
⎡ ⎤⎛ ⎞⎟⎜⎡ ⎤ ⎢ ⎥= − − − +⎟⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎟⎜ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦

∑ ∑ ∑ ∑∏  

  :به شكل زير بازنويسي نمود) 11.97.2(گذاري  با جايتوان  عبارت فوق را مي

)11.111(  

( )

( )

{ }

{ }( )
{ }

( )

( )

{ }

{ }

{ }

( )

( )( )
( )( )( )

( )

( )( )( )

0

0

0

0

1 exp exp

1 exp exp

exp

1 exp

1
exp 1

n m
m

n m

n m
m

n m

n
n

n n

n
n n

E
E E E

kT kT

E
E E

kT kT

E

E

ω

ω

β
ω

β

ω
β

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − − − +⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎜⎜⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + − − −⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎜⎜⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎣ ⎦

−
= +

− −

= +
−

∑∏

∑∏

∑

∑
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)كه در آن  )

( )

1
20 n
n

E ω=   :چنين داريم ي صفر است و هم انرژي نقطه ∑

)11.112(  { } ( ) ( )

( )

m n n
n

E mω=∑  

  :نوشت) 11.94(در اين مرحله با استفاده از تعريف گرماي ويژه در  توان در نتيجه مي

)11.113(  ( )

( )( )( )

0

1
exp 1n

n n

C E
T

ω
β

⎧ ⎫⎪ ⎪∂ ⎪ ⎪= +⎨ ⎬⎪ ⎪∂ −⎪ ⎪⎩ ⎭
∑  

  :دهد جملات در سمت راست عبارت فوق نتيجه ميباز كردن 

)11.114(  ( )

( )( )( )

1
exp 1n

n n

C
T

ω
β

⎡ ⎤∂ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥∂ −⎢ ⎥⎣ ⎦
∑  

  :شود كه به فرم زير ساده مي

)11.115(  
( )

( )( )

( )[ ]
( )( )

2

22

1

exp 1

1

exp 1

n
nn

n

n n

C
T

kT

kT

kT

ω
ω

ω

ω

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥∂

= ⎢ ⎥⎛ ⎞⎢ ⎥∂ ⎟⎜ −⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

=
⎡ ⎤⎛ ⎞⎟⎜⎢ ⎥−⎟⎜ ⎟⎜⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∑

∑

  

)هنگامي نانوساختار مورد نظر به حد كافي كوچك است، طيف انرژي  )nω  به حد كافي گسسته

را ) 11.115(ي دقيق  كه محاسبه از تعداد جملات محدودي تشكيل خواهد شد) 11.115(شود و  مي

  :داريمبه عنوان تقريب خوب در دماي بالا اما  .سازد بطور عددي ممكن مي

)11.116(  ( ) ( ) ( ) 3exp 1 1,n n n
kT kT

ω ω⎛ ⎞⎟⎜ − ≈ ∀ ∈⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
N    

  :خواهد شد) 11.111(پس انرژي 

)11.117(  
( )

0 0
n

E kT E NkT E≈ + = +∑  

  :بنابراين. تعداد كل مودهاي سيستم است Nكه در آن 

)11.118(  C Nk≈  

  :از طرفي در دماي خيلي پايين خواهيم داشت
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)11.119(  ( ) ( ) 3exp 0,n n
kT

ω⎛ ⎞⎟⎜− ≈ ∀ ∈⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
N  

  :آوريم و بنابراين بدست مي

)11.120(  

( )[ ] ( )

( )( )

( )[ ] ( )

( )

2

22

2

2

2
exp

1

1 exp

21
exp

n
n

n n

n
n

n

kTC
kT

kT

kT kT

ω
ω

ω

ω
ω

⎛ ⎞⎟⎜− ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
=

⎡ ⎤⎛ ⎞⎟⎜⎢ ⎥− − ⎟⎜ ⎟⎜⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
⎛ ⎞⎟⎜≈ − ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

∑

∑

  

) تجملا )( )2 exp 2 nT kTω− } تا دماي − } ( )m nT kω=  كه داراي يك بيشينه است افزايش

   .سير نزولي داردآن ، و براي دماهاي بالاتر از )23تمرين ( يابد مي

، بدين معني كه بعد كنند عموماً رايج است كه گرماي ويژه را نسبت به چگالي جرمي بهنجار مي

Jفيزيكي آن  kg °C  به جايJ K به فرم بايد ) 11.94(ي  در اين شرايط رابطه. است

1
MC E T= ∂  .جرم كل نانوساختار است M، كه در آن ودشبازنويسي  ∂
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  :تمرين

ها حفره كه حمل جريان الكتريكي در نوار ظرفيت را به عهده دارد يك ذره  هادي آيا در نيمه - 1

توان گفت كه پادالكترون، يا  آيا با تعميم اين تعريف، مي ذره؟ چرا؟ است يا يك شبه

 ذره است؟  پوزيترون نيز يك شبه

 .تاييد نماييد )11.22(صحت  - 2

 :كنيم چرخش اسپين را تعريف مينردباني گرهاي  عمل) 10.97(با قبول تعاريف  - 3

  ,+ −↓ = ↑ ↑ = ↓S S  

  :و صحت بيابيد) 10.100(گرها را مانند روابط  فرم اين عمل

  ( )S S S
2 x yj

± = ±  

}نشان دهيد . را بيازماييد } ˆ, 1− + =S S ،{ }S S ˆ, 0− − }و  = }S S ˆ, 0+ + در نتيجه . =

Sخواهيم داشت  2 0̂− Sو  = 2 0̂+ گرهاي چرخش اسپين، جبري مانند  پس عمل. =

چنين پادجابجاگرهاي  هم شود؟ اين وجه تشابه از كجا ناشي مي .گرهاي فرميوني دارند عمل

{ },x
+S S  و{ },x

−S S و جابجاگرهاي ،[ ],x
+S S  و[ ],x

−S S را بيابيد. 

)توان نوشت  مي) 11.58(ي  از رابطه - 4 )

( )

F Fn
n

=  :كه در آن ∑
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( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )F * †1

ˆ ˆ
2n n n n n na t a tω ⎡ ⎤= +⎣ ⎦M r M r 

)گر ميدان بوزوني مود  عمل )n داشتي بردار ميدان نسبت به  مقدار چشمنشان دهيد . است

)كت حالت  )nn  كه در آن( )nn هاي مود  تعداد بوزون( )n به بيان . باشد است، صفر مي

اي توليد  هاي يك مود دقيقاً دانسته باشد، هيچ ميدان قابل مشاهده تعداد بوزونديگر اگر 

 .كند نمي

 :نشان دهيد تساوي زير برقرار است) 11.24(ي  در رابطه - 5

( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) [ ] ( )* 3 * 3
0

1
, : : ,n n r

n

t d r t d r
j

ε ε
ω

⋅ ∇× =∫∫∫ ∫∫∫E r H r E r E r  

در طرفين استفاده ) 11.18(و تعامد ) 11.19(هاي  براي اين منظور ضروري است از بسط

 .نماييد

 :داشتي زير مطلوبست روابطي براي مقادير چشم، 4ضمن رجوع به تمرين  - 6

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )F F F2
: :n n n n n n nn n n n= K 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )F F F2 : :n n n n nn n= K 

)عدم قطعيت در كميت  ),tF r ي كه با رابطه:  

  ( ) ( )F F 22
n nFΔ = −  

  تعريف مي شود چقدر است؟

)دانيم، تعريف پتانسيل برداري مغناطيسي  طور كه مي همان - 7 ),tA r  يكتا نيست و تحت

 :تبديلات

  ( ) ( ) ( ), ,t t φ→ +∇A r A r r  

  ( ) ( ) ( ), , ,t t t
t

ϕ ϕ φ
∂

→ −
∂

r r r  

)كه در آن  ),tϕ r اي الكتروستاتيك و  پتانسيل نرده( ),tφ r  تابعي اختياري است، ناوردا

  :حال بردار چهارتايي. باشد مي
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   ( )1, c ϕ=C A   

)نشان دهيد تابع در فقدان بار آزاد و جريان آزاد الكتريكي، . كنيم را تعريف مي ),tφ r  را به

  :توان انتخاب كرد كه داشته باشيم اي مي گونه

  0⋅ =C  

بديهي است . گوييم ي لورنتز مي اي، پيمانه به اين انتخاب خاص از پتانسيل برداري نرده

)ميدان پتانسيل برداري مغناطيسي  ),tA r ي لورنتز، نسبت به تبديلات لورنتز  تحت پيمانه

)ي  اي كه از حل آن بتوان تابع پيمانه نيز نشان دهيد معادله .ناوردا استنيز  ),tφ r  ،را يافت

  :عبارتست از

   ( )2 , 0tφ =r   

=2كه در آن   .ظاهر شده است) 10.29(كه قبلاً در  گر دالامبرين نام دارد عمل ⋅

)ي  نشان دهيد با انتخاب خاصي از پيمانه 7ي  در مسئله - 8 ),tφ rخواهيم داشت ،: 

  ( ), 0t∇⋅ =A r  

 .ي كولمب مشهور است اين انتخاب به پيمانه

 باشد، يعني â†گر بقا  ي عمل كتي كه حالت ويژه ،)11.65(ثابت كنيد در قياس با  - 9

  †â α α α=  
 .قابل بهنجارش نيست

 :نشان دهيد حالات همدوس متعامد نيستند، يعني -10

   ( )α β δ α β≠ −  

αمقدار  β و قدر مطلق آن چقدر است؟ 

 .بدست آوريد) 11.56(و ) 11.10( ،)11.1( را با كمك) 11.86(گر چگالي انرژي  عمل -11

به توان  ، مي)11.7(و استفاده از تعامد ) 11.87(نشان دهيد با اخذ انتگرال حجمي روي  -12

 .رسيد) 11.82.2(هاميلتوني 
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ها هم ميدان  نشان دهيد حتي در غياب بوزون) 11.38(و جبر بوزوني ) 11.87(با كمك  -13

چنين نشان دهيد  هم. داراي چگالي حجمي انرژي ميانگين غير صفر در تمام فضا است

1 ي صفر انتگرال حجمي روي اين چگالي انرژي، انرژي نقطه
2 ω دهد را باز پس مي. 

)فرض كنيد ميدان  -14 ),tF r  متعامد ديگري مانند هاي  ميدانرا بر اساس

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ), expn n nt j tϖ= −N r N r  محيط  ي هاي ويژه ميدانبسط دهيم، در حالي كه

) ميزبان ) ( ) ( )( ) ( )
( ), expn n nt j tω= −M r M r در حالت كلي  .هستند( ) ( )n nω ϖ≠ ولي ،

)ممكن است كه  ) ( )n nω ϖ= گر ميدان  عمل .برقرار باشدF از . را در اين حالت بيان كنيد

خود محيط مورد نظر در  ي هاي ويژه فرم بدست آمده نتيجه بگيريد چرا استفاده از ميدان

  .كوانتش ميدان مرجح است

 .كوانتش ميدان فونوني را بر اساس تانسور كرنش بنا نماييد 11.6در بخش  -15

تنها ) نه هميشه(معمولاً  ها شارهدر . باشدشاره يك تانسور تنش محيط ميزبان فرض كنيد  -16

 :توان نوشت گرد وجود دارد و مي سان تانسور تنش هم

  ( ) ( )[ ], ,t P t I=r rσ  

)كه در آن  ),P tr بندي كوانتش فونوني به  چه تغييري در صورت. گرد است سان فشار هم

  آيد؟ وجود مي

 Rپذيريم براي يك محيط ميزبان داده شده، ماتريسي مستقل از زمان و مكان مانند  مي -17

 :اي كه داشته باشيم جا قطري كند، به گونه تانسور تنش را همه وجود داشته باشد كه

  

( ) ( ) ( )1, , ,i ijt t tσ δ− ⎡ ⎤′ ′= = ⎣ ⎦R r R r rσ σ  

. ها قابل توصيف است اي از دوران اولاً نشان دهيد اين ماتريس متعامد است، يعني با مجموعه

حال در دستگاه مختصات جديد، كوانتش ميدان فونوني را ساده كرده و از حالت تانسوري به 

)اگر  .برداري تقليل دهيد فرم ),t=R R r ي شما معتبر است؟ باشد، آيا هنوز محاسبه 
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 K) 11.1(با در نظر گرفتن لزوم حقيقي بودن چگالي انرژي حجمي، نشان دهيد در  -18

ijتانسوري متقارن است، يعني  jiK K= . با استدلال مشابه نشان دهيد ) 11.91(در

ijkl klijc c=. 

 :گر جابجايي با تعريف نشان دهيد حالت همدوس از اثر دادن عمل -19

  ( ) ( )D † *ˆ ˆexp a aα α α= −  

- كمَپبِل-بِيكربراي اين منظور ابتدا درستي اتحاد مشهور . شود حاصل مي 0بر كت خلاء 

  :هاسدورف را تحقيق نماييد

  ( ) ( ) ( ) [ ]( )A B A B A B1
2exp exp exp exp ,+ = −  

]كه صحت آن منوط به  ][ ]A B A, , ]و  =0 ][ ]A B B, ,   :سپس نشان دهيد. است =0

  ( ) ( ) ( )D †1 2
2 ˆexp exp aα α α= − 

را تعريف  γ ، حالت همدوس فرميوني19ضمن قياس با حالت همدوس بوزوني در تمرين  -20

 :كنيم مي

  ( ) ( )†ˆ0 exp 0cα α β α= =D  

)با بسط مستقيم  )αD ثابت ،β  را بر حسبα  1چنان تعيين كنيد كهα α =. 

) با كمك اتحاد -21 ) ( )exp exp
m m

m m mββ β∂
∂− = − −∑ توجه به فرم تصاعد هندسي  و ∑

( )exp
m

mβ−∑عبارت فوق را محاسبه نماييد ،. 

زيرا . نشان دهيد ظرفيت حرارتي نانوساختار در دماي صفر مطلق، صفر است) 11.120( در -22

 .ستقل از دما است وجود داردي صفر كه م در اين دما، تنها انرژي نقطه

) تابع -23 )
2

1 1
expf x

x x
⎛ ⎞⎟⎜= − ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠ 

1نشان دهيد اين تابع در . را رسم كنيد
2x داراي يك  =

)بوده، و در بيشينه  )1
6 3 3x =  همچنين داريم. ي عطف است داراي يك نقطه −

( )
0lim 0x f x→ )و  = )lim 0x f x→+∞ حال سعي  چقدر است؟مقدار اين بيشينه .  =
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)كنيد  )f x  0را حولx نشان دهيد تمامي جملات اين بسط تيلور . بسط تيلور دهيد =

)افزار محاسبات نمادين  اكنون با كمك يك نرم .صفرند )f x ي عطف  را حول نقطهx  آن

  :بسط دهيد و ضرايب بسط زير را بدست آوريد

  ( ) ( ) ( ) ( )2 3
0 1 2 3f x f f x x f x x f x x= + − + − + − +  

2بديهي است كه  0f   ).چرا؟( =

با در نظر . بيان شود) 5.93(ي  ي انرژي با رابطه فرض كنيد كه مقادير ويژه) 11.120(در  -24

1meVωگرفتن   .را بطور عددي محاسبه و ترسيم نماييد ، انرژي و ظرفيت حرارتي=

توان به  كند مي نهايت ميل مي را براي حالتي كه حجم ساختار به بي) 11.115(ي  رابطه -25

 :خواهيم داشتاگر ظرفيت حرارتي بر واحد جرم بيان شود، نشان دهيد . سادگي تعميم داد

  ( )

2 2

22
0 exp 1

C D d
kT

kT

ω
ω ω

ρ ω

∞

=
⎡ ⎤⎛ ⎞⎟⎜⎢ ⎥−⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∫  

)كه در آن تابع  )D ω و  چگالي حالات فونوني محيطρ اگر فرم  .است چگالي جرم آن

) تقريبي تابع چگالي حالات فونوني به صورت ) 1ND ω αω كه در آن ، باشد =−

1,2,3N   .تعداد ابعاد فيزيكي ساختار است، انتگرال بالا را ارزيابي كنيد =

بعدي مانند  گر هماهنگ يك ي كربني داراي طيف ارتعاشي نوسان فرض كنيد يك نانولوله -26

n nω ω= اي دقيق براي ظرفيت گرمايي آن بيابيد، و بر حسب دما ترسيم   رابطه. باشد

0ωيين و بالا رفتار ظرفيت گرمايي نانولوله چگونه است؟ اگر در حد دماي پا. نماييد به  →

 سمت صفر ميل كند، پاسخ چگونه است؟

;حالت همدوس غيرخطي  -27 fα ]13يگر فنا با جبر عمل] 14و ( )ˆ ˆ ; ;f n a f fα α α= 

)شود، كه در آن  تعريف مي )f n گر شمارش  تابعي غير خطي و داراي بسط تيلور از عمل
†ˆ ˆ ˆn a a= و ،α ∈ C كت . ي آن است مقدارويژه; fα گر  ي نوسان هاي پايه را روي كت

;بسط دهيد و ضرايب بسط را چنان بيابيد كه  nهماهنگ  ; 1f fα α =.   
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  دوازدهم فصل

  دومكوانتش 
  

. مبحث مورد بررسي اين فصل به روش كوانتش دوم در تحليل مسايل كوانتومي اختصاص دارد

داشته و  اي در مكانيك كوانتومي به ضرب خارجي فضاهاي براكت احتياج توصيف مسايل چند ذره

و ) 11.95( ي مختلف است با كت حالتي شبيه به ذرهچند  بنابراين تابع موج سيستمي كه داراي

براي پوشي شود،  وقتي از نمايش اسپينورها چشمدر نتيجه . شود در فصل گذشته بيان مي) 11.96(

  :كت كلي سيستم خواهيم داشت

)12.1(  ( ) { } ( ) { }

{ }

{ } ( ) { } { } { } { }

{ }

" "0 1 2n n n
n n

t t n t n n n nψ ψ ψ= =∑ ∑  

  :عبارتست از و با عدم نمايش تابعيت زماني آن اي ذره Nنمايش مكاني تابع موج براي سيستم 

)12.2(   

{ }

{ }

{ }

{ } ( ) ( ) ( ) ( )
{ }

{ }( )

"

"

"

1 2

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

, , , N

n N N
n

n N N
n

n n n n

ψ ψ

ψ

ψ ψ ψ ψ ψ

ψ

=

=

=

=

∑

∑

r r r r

r r r r

r r r r

r

  

)كه در آن  ),i i iψ +∈r Z  اي در فضاي سه ذره تكاي  نردهتوابع موج و ،عديب { }( )ψ r  تابع موج

به در  iچنين زيرنويس  هم .شود بعدي توصيف مي N اي است كه در فضاي سيستم چند ذره اي نرده

}يكي از حالات  }n  داشتي منوط به  ي مقادير چشم بديهي است محاسبه. كند اشاره مي) 12.1(در
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براي . كند عدي است كه در عمل، كارآيي اين روش را به شدت محدود ميب3N هاي  ارزيابي انتگرال

از ] 2و1[از آن ميان، كوانتش دوم كارهاي مختلف دقيق و تقريبي وجود دارد كه   رفع اين مشكل، راه

  .ارزش خاصي برخوردار است

  

  و فرميوني هاي بوزوني تقارن ميدان. 12.1

}تابع موج اين سيستم . بوزون همانند را در نظر بگيريد Nيك ميدان بوزوني متشكل از  }( )ψ r  كه

ها با يكديگر،  ها، يا تغيير مكان بوزون نمايش داده شده است نسبت به جابجايي بوزون) 12.2(در 

  :يعني. داراي تقارن زوج است

)12.3(  " " " " " " "1 2 1 2, , , , , , 1n m N m n N m n Nψ ψ= + ∀ =r r r r r r r r r r  

هاي همانند داراي  اين در حالي است كه يك ميدان فرميوني نسبت به اين جابجايي ميان فرميون

  :تقارن فرد است

)12.4(  " " " " " " "1 2 1 2, , , , , , 1n m N m n N m n Nψ ψ= − ∀ =r r r r r r r r r r  

  اي نرده ميدان موج. 12.2

)اي و فاقد اسپين مانند  ذره تابع موج يك سيستم تك ),tψ r تابع موج لزوماً ميداني . را در نظر بگيريد

و در مقايسه با چگالي حجمي انرژي، ) 11.1(ضمن رجوع به . كند اي و مختلط را توصيف مي نرده

K هرميتي گر كميت متناظر با عمل P چگالي حجمي K†= كنيم را تعريف مي:  

)12.5(  ( ) ( )K *: : , ,P t tψ ψ ψ ψ= = r rK  

  :نسبت به مكان خواهيم داشت) 12.5(گيري از طرفين  با انتگرال

)12.6(  ( ) ( ) K3 * 3, ,Pd r t t d r Kψ ψ ψ ψ= = =∫∫∫ ∫∫∫ r rK 

) اي مانند هاي ويژه اگر سيستم داراي كت .است Kداشتي كميت  كه برابر با مقدار چشم )n با:  

)12.7.1(  ( ) ( ) ( )
( )

( )( ) ( ) 3, exp ,n n nt j t nϕ ϕ ω= − ∈r r Z  

)12.7.2(  ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )( )

* 3
n m n mn m d rϕ ϕ δ= =∫∫∫ r r  
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)كه در آن  باشد )
( ) ( )

n nϕ =r rبديهي است كه داريمگاه  ، آن:  

)12.8.1(  ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

, n n
n

t tψ ψ ϕ= ∑r r  

)12.8.2(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )* 3,n nt n t t d rψ ψ ϕ ψ= = ∫∫∫ r r  

  :خواهد بود) 11.13(در مقايسه با ) 12.6(در نتيجه 

)12.9.1(  
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

* * * *1
2

, ,
n n m m n n m m n n m m

n m n m

K K K Kψ ψ ψ ψ ψ ψ⎡ ⎤= = +⎣ ⎦∑ ∑  

)12.9.2(  ( )( )
( ) ( )Kn mK n m=  

Kدر حالت خاصي كه  معرف چگالي حجمي احتمال حضور ) 12.5(در  Pباشد، گر هماني  عمل =1̂

  :شود به شكل زير ساده مي) 12.5(ذره است و 

)12.10(  ( ) ( )*: , ,P t tψ ψ ψ ψ= = r r  

  :خواهد بود) 12.8(كه با كمك بسط 

)12.11(  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

( ) ( )

* *

,
n m n m

n m

P t tψ ψ ϕ ϕ= ∑ r r  

  :شود حالت فوق به شرط بهنجارش تبديل ميدر ) 12.9.1(ي  چنين رابطه هم

)12.12(  
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

*

2

1 :n n
n

n n
n

n
n

t t

t t

t

ψ ψ

ψ ψ

ψ

=

=

=

∑

∑

∑

  

  

  بندي كوانتش دوم صورت. 12.3

) 12.11(توان ميدان چگالي احتمال  گرهاي مناسب مي و تعريف عمل) 11.55( با) 12.9( ضمن قياس

)از آن جايي كه خود ميدان . كوانتيده كرد) 12.5(را در  Kو چگالي كميت  ),tψ r  براي توصيف

) يا ثانويه(رود و مبين آثار كوانتومي سيستم است، كوانتش اخير به كوانتش دوم  احتمال بكار مي

  :توان نوشتكنيم ب فرض ميبراي اين منظور  .مشهور است
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)12.13.1(  
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

K †

,

ˆ ˆ
n n m n

n m

b K b= ∑  

)12.13.2(  
( ) ( )

( )

( )

( )

N †ˆ ˆ ˆn n n
n n

b b n= =∑ ∑  

)كه در آن  )
ˆ
nb  و( )

†ˆ
nb ذرات هستند، كه به ترتيب يك ذره در مود  فنا و بقايگرهاي  عمل( )n  نابود

)مودهاي ي  كه در كليه N اتذرتعداد كل گر  عمل) 12.13.2(ي  رابطهنيز . آفرينند كرده يا مي )n 

  .دهد نشان مياند  پخش شده

  

)در صورتي كه ذرات بوزون باشند، خواهيم داشت  ) ( )
ˆ ˆn nb a=  و( ) ( )

† †ˆ ˆn nb a= و بنابراين مانند ،

   :داريم )11.38(

)12.14.1(  ( ) ( ) ( )( )

†ˆ ˆ,n m n mb b δ⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦  

)12.14.2(  ( ) ( )
ˆ ˆ, 0n mb b⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦  

)12.14.3(  ( ) ( )

† †ˆ ˆ, 0n mb b⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦  

) داريماما اگر ذرات مورد نظر فرميون باشند،  ) ( )
ˆ ˆn nb c=  و( ) ( )

† †ˆ ˆn nb c= 11.41(مانند لذا ، و:(  

)12.15.1(  ( ) ( ){ } ( )( )

†ˆ ˆ,n m n mb b δ=  

)12.15.2(  ( ) ( ){ }ˆ ˆ, 0n mb b =  

)12.15.3(  ( ) ( ){ }† †ˆ ˆ, 0n mb b =  

  

  گرهاي ميدان عمل. 12.3.1

)گرهاي ميدان  حال عمل )ψ̂ r  و( )†ψ̂ r  كنيم تعريف مي) 12.8.1(را با الهام از:  

)12.16.1(  ( )
( ) ( )

( )

( )

ˆ ˆ
n n

n

bψ ϕ=∑r r  

)12.16.2(  ( )
( ) ( )

( )

( )

† † *ˆ ˆ
n n

n

bψ ϕ=∑r r  
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)گر ميدان  مفهوم اين دو عمل )ψ̂ r  و( )†ψ̂ r ي  آن است كه در نقطهr  به ترتيب يك ذره نابود كرده

  :لذا داريم. وارون كرد) 12.8.2(توان به سادگي با كمك  را مي) 12.16(روابط  .آفرينند و يا مي

)12.17.1(  ( ) ( )
( ) ( )* 3ˆ ˆ

n nb d rϕ ψ= ∫∫∫ r r  

)12.17.2(  ( ) ( )
( ) ( )† † 3ˆ ˆ

n nb d rϕ ψ= ∫∫∫ r r  

ي برپاسازي  آوريم كه مبين نحوه ي جالبي بدست مي رابطه) 12.13.1(در ) 12.17(گزيني  با جاي

  :استگرها در كوانتش دوم  عمل

)12.18(  
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

K † * 3 3
1 1 2 2 2 1

,

ˆ ˆ
n n m m

n m

K d r d rϕ ψ ψ ϕ= ∑ ∫∫∫ ∫∫∫ r r r r  

  :اي ساده كرد را به مقدار قابل ملاحظه) 12.18(توان  مي

)12.19(

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

K

K

K

† * 3 3
1 1 2 2 2 1

,

† 3 3
1 1 2 2 2 1

,

† 3 3
1 1 2 2 2 1

† 3 3
1 1 2 2 2 1

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ

n n m m
n m

n m

K d r d r

n n m m d r d r

d r d r

d r d r

ψ ϕ ϕ ψ

ψ ψ

ψ ψ

ψ ψ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎣ ⎦
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

=

=

∑∫∫∫ ∫∫∫

∑∫∫∫ ∫∫∫

∫∫∫ ∫∫∫
∫∫∫ ∫∫∫

r r r r

r r r r

r r r r

r r r rK

  

K1كه در آن  2 1 2=r r r rK . خواهيم داشت ) 2.26.1(حال با كمك( )1 2 1 2δ= −r r r r و ،

  :بنابراين

)12.20(  ( ) ( )K † 3ˆ ˆ d rψ ψ= ∫∫∫ r rK  

KK گر عملداشتي  كه مقدار چشم) 3.24( امقايسه بي اخير قابل   رابطه ψ ψ=  در كوانتش را

  :است كند توليد مياول 

)12.21(  ( ) ( )K K * 3K d rψ ψ ψ ψ= = = ∫∫∫ r rK  

  :توان نوشت مي) 12.21(پس به تقليد از 

)12.22(  K ˆ ˆψ ψ= =K K  

  . گر در كوانتش دوم است داشتي عمل ، مبين مقدار چشم⋅براكت دوگانه يا نماد كه در آن، 
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  گرهاي ميدان جبر عمل. 12.3.2

  . كنند گرهاي ميدان از جبر متفاوتي پيروي مي ، عملبوزون يا فرميونبسته به نوع ذرات 

  ها بوزون. 12.3.2.1

  :خواهيم داشت) 5.83(و  )12.14(، )12.16(باشند، با كمك اگر ذرات بوزون 

)12.23(

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

† † †
1 2 1 2 2 1

† * † *
1 2 2 1

,

† † *
1 2

,

† *
1 2

,

*
, 1 2

,

*
1 2

1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ,

n n m m m m n n
n m

n m m n n m
n m

n m n m
n m

n m n m
n m

n m
n

a a a a

a a a a

a a

ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

δ ϕ ϕ

ϕ ϕ

δ

⎡ ⎤ = −⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤= −⎣ ⎦

⎡ ⎤= −⎣ ⎦

⎡ ⎤= ⎣ ⎦

=

=

= −

∑

∑

∑

∑

∑

r r r r r r

r r r r

r r

r r

r r

r r

r r

  

  :توان به سادگي ديد كه داريم به طريق مشابه مي

)12.24(  ( ) ( ) ( ) ( )† †
1 2 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ, , 0ψ ψ ψ ψ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦r r r r  

  ها فرميون. 12.3.2.2

  :داشتخواهيم ) 5.83(و ) 12.15(، )12.16(ها طبق  از سوي ديگر، براي فرميون

)12.25(

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

† † †
1 2 1 2 2 1

† * † *
1 2 2 1

,

† † *
1 2

,

† *
1 2

,

*
, 1 2

,

*
1 2

1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ,

n n m m m m n n
n m

n m m n n m
n m

n m n m
n m

n m n m
n m

n m
n

c c c c

c c c c

c c

ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

δ ϕ ϕ

ϕ ϕ

δ

= +

⎡ ⎤= +⎣ ⎦

⎡ ⎤= +⎣ ⎦

=

=

=

= −

∑

∑

∑

∑

∑

r r r r r r

r r r r

r r

r r

r r

r r

r r
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  :توان به سادگي ديد كه داريم به طريق مشابه مي

)12.26(  ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }† †
1 2 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ, , 0ψ ψ ψ ψ= =r r r r  

  

  هاميلتوني. 12.3.3

  :عبارتست از )12.22(و  )11.39(با كمك از بوزوني اي  هاميلتوني سيستم چندذره

)12.27(  ( )

( )

( ) ( ) ( ){ }
( )

( ) ( )H H = † † 31
2

ˆ ˆˆ ˆ,n n n n
n n

a a d rω ψ ψ= = =∑ ∑ ∫∫∫ r rH  

  :عبارتست از )12.22(و  )11.40(اي فرميوني با كمك  كه براي سيستم چندذرهدر حالي 

)12.28(  ( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )H H = † † 31
2

ˆ ˆˆ ˆ,n n n n
n n

c c d rω ψ ψ⎡ ⎤= = =⎣ ⎦∑ ∑ ∫∫∫ r rH  

ي صفر  از انرژي نقطه) 12.27(اگر در 
( )

( )

=1
2 n
n

ω∑  پوشي كنيم،  چشمكه خاص ميدان بوزوني است

  :خواهيم داشت

)12.29(  
( ) ( ) ( )

( )

H = †ˆ ˆn n n
n

a aω= ∑  

  :را به فرم اصلي بازگردانيد و خواهيم داشت) 12.28(توان  براي ميدان فرميوني ميچنين  هم

)12.30(  
( ) ( ) ( )

( )

H = †ˆ ˆn n n
n

c cω= ∑  

)گر شمارش بوزوني  با تعريف عمل ) ( ) ( )

†ˆ ˆ ˆn n nn a a=  يا فرميوني( ) ( ) ( )

†ˆ ˆ ˆn n nn c c=  مود( )nي  ، دو رابطه

  :اخير به فرم متحدالشكل زير در خواهند آمد

)12.31(  
( ) ( )

( )

H = ˆn n
n

nω= ∑  

  

  گرهاي فنا و بقا عمل. 12.4

}ي  هاي ويژه اثر متفاوتي بر كت) 15(و ) 14(گرهاي فنا و بقاي تعريف شده در  عمل }m  تعريف

  .كنيم و فرميوني اين آثار را بررسي ميذيلاً در دو حالت بوزوني . دارند) 12.1(شده در 
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  ها بوزون. 12.4.1

  :ها داريم در مورد بوزون

)12.32.1(  ( ) { } { } { } { }

{ } { } { } { } { }

" "

" "

0 1 2

0 1 2

ˆ

1

n n

n n

a m m m m

m m m m m= −
  

)12.32.2(  ( ) { } { } { } { }

{ } { } { } { } { }

" "

" "

†
0 1 2

0 1 2

ˆ

1 1

n n

n n

a m m m m

m m m m m= + +
  

 بوزوني گر شمارش كرد عمل ي عمل چنين نحوه هم
( )ˆ nn به شكل زير است:    

)12.33(  ( ) { } { } { } { }

{ } { } { } { } { }

" "

" "

0 1 2

0 1 2

ˆ n n

n n

n m m m m

m m m m m=
  

}كه در آن  }nm
+∈ Z هاي حالت  تعداد بوزون( )n دهد را نشان مي.  

  

  ها فرميون. 12.4.2

}ها كت ويژه به فرم  در مورد فرميون } { } { } { } { } { }" "0 1 2 , , 0,1n im m m m m i m= ∀ = 

پس در . توان حداكثر يك و حداقل صفر فرميون داشت دهد در هر تراز مي ، كه نشان مي)چرا؟(است 

  :گرهاي فنا و بقا خواهيم داشت مورد جبر عمل

)12.34.1(  ( ) { } { } { }

{ } { } { }

" "

" "

0 1 2

0 1 2

ˆ 1

0

nc m m m

m m m=
  

)12.34.2(  ( ) { } { } { }

{ } { } { }

" "

" "

0 1 2

0 1 2

ˆ 0nc m m m

m m m= ∅ = ∅
  

  :چنين و هم

)12.35.1(  ( ) { } { } { }

{ } { } { }

" "

" "

†
0 1 2

0 1 2

ˆ 0

1

nc m m m

m m m=
  

)12.35.2(  ( ) { } { } { }

{ } { } { }

" "

" "

†
0 1 2

0 1 2

ˆ 1nc m m m

m m m= ∅ = ∅
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گر شمارش فرميوني  كرد عمل ي عمل بنابراين نحوه
( )ˆ nn به شكل زير است:  

)12.36(  ( ) { } { } { } { }

{ } { } { } { } { }

" "

" "

0 1 2

0 1 2

ˆ n n

n n

n m m m m

m m m m m=
  

}كه در آن  } 0nm }يا  = } 1nm )هاي حالت  ، تعداد فرميون= )n است.  

  

  اينشتين-بوز شچگال. 12.5

شرط  λها با طول موج دوبروي  اي از بوزون دهد كه توده اينشتين هنگامي رخ مي- چگالش بوز

� Lλ  را ارضا كنند كه در آنL در برخي شرايط،  ].3-5[كنش است  ي برهم معيار فاصله

، به يك حالت ترموديناميك cTتر از يك دماي بحراني مانند  هايي ضمن كاهش دما به پايين سيستم

ابررسانايي مثال واضحي از چگالش . دهند اينشتين را مي- ي بوز جديد وارد شده و تشكيل يك چگاليده

ذره موسوم  هاي متفاوت، تشكيل يك شبه ينشتين است كه در آن هر دو جفت الكترون با اسپينا- بوز

هاي كوپر در  چگالش زوج. دهند كه اسپين آن صفر و در نتيجه يك بوزون است به زوج كوپِر را مي

طور كه خواهيم  همان. گردد ايي ميي ابررسان ، منجر به بروز پديدهcTتر از دماي بحراني  دماهاي پايين

تري نسبت به فاز  ديد، براي ايجاد چگالش ضروري است كه فاز ترموديناميكي جديد داراي انرژي پايين

ها در يك حالت انرژي  در اثر بروز چگالش، بوزون .دهد صورت چگالش رخ نمي قبلي باشد، و در غير اين

به عنوان . تر با طول همدوسي بلند رفتار خواهند كرد گي بزر ي يك ذره همانند واقع شده و به مثابه

  .را برشمرد] 6-9[و ابرجامدات ] 3[ها  توان ابرشاره اينشتين، مي-هايي ديگر از چگالش بوز مثال

  

  دماي بحراني. 12.5.1

تر از دماي  ها حتي در دماي كم گاه تمام بوزون باشد، آن Nهاي سيستم برابر  اگر تعداد كل بوزون

ي متعلق به  بلكه تنها كسري از تعداد كل ذرات در حالت پايه. شوند در چگاليده واقع نمي cT بحراني

  ]:4[گاه  آن. باشد 0Nي جديد برابر  فرض كنيد كه جمعيت اين حالت پايه. نمايند چگاليده تجمع مي
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)12.37(  
3

0 1
c

N T
N T

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟≈ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
  

خود  cTدماي بحراني . شوند ها در چگاليده واقع مي بنابراين تنها در حد دماي صفر مطلق، تمام بوزون

ها توسط يك پتانسيل  دازي بوزوننا فرض كنيد كه بدام. ها وابسته است ي محصورسازي بوزون به نحوه

  :صورت گرفته باشد) فصل پنجم 20مانند تمرين (بعدي نامتقارن  گر هماهنگ سه نوسان

)12.38(  ( ) ( )R X Y Z2 2 2 2 2 2

2 x y z

m
U ω ω ω= + +  

  :توان نشان داد كه دماي بحراني عبارتست از تحت اين شرايط، مي

)12.39.1(  = 30.24cT N
k
ω

≈  

)12.39.2(  3 x y zω ω ω ω=  

  .ها وابسته است بنابراين دماي بحراني گذار به چگالش، خود به كعب تعداد كل بوزون

  

  هاميلتوني. 12.5.2

  :ي زير قابل نمايش است كنش طبق رابطه بوزون همانند در غياب برهم Nهاميلتوني تعداد 

)12.40(  ( )H H R1
1

N

i
i=

= ∑    

)كه در آن  )H R1 i ي  ذره هاميلتوني تكiاينشتين -اما شرط لازم براي ايجاد چگالش بوز. باشد ام مي

كنش كوانتومي  ها در حالت عادي داراي برهم دانيم كه بوزون مي. ها است كنش ميان بوزون وجود برهم

گاه براي برقراري . كنند ي طرد پاولي پيروي نمي صفر هستند، زيرا از قاعدهبسيار ضعيف و تقريباً 

ي سومي مانند يك فرميون يا يك اتم ديگر ميسر  ها، ارتباط از طريق ذره كنش ميان بوزون برهم

هاي مختلف در حضور يك اتم كه با هر دو  هاي غير همانند با طول موج مثلاً فوتون. شود مي

حتي در خلاء مطلق نيز دو فوتون از طريق . كنند ديگر را حس مي ود يككنش دارد، وج برهم

اما . كنش داشته باشند ي صفر قادرند برهم كنش با ذرات مجازي متولد شده از ميدان انرژي نقطه برهم

هنگامي كه محيط ميزبان، مانند . كنشي بسيار ضعيف و به ندرت قابل مشاهده است چنين برهم
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كنش از طريق شبكه و يا مستقيماً از طريق برخوردهاي  حالت جامد است، برهم ابررساناها، خود در

ها است كه براي  كنش ميان بوزون در هر صورت، برهم. هاي كوپر قابل توصيف است كولمبي ميان زوج

  .چگالش و تغيير حالت ترموديناميك مانند انجماد يا ميعان لازم است

  

هاميلتوني  توان كنش، مي براي توصيف برهم. زون رخ دهدتواند بين دو يا چند بو كنش مي برهم

  :را بدين شكل اصلاح كرد) 12.40(

)12.41(  ( ) ( ) ( )H H R H R R H R R R "1 2 3
1 , 1 , , 1

1 1
, , ,

2! 3!

N N N

i i j i j k
i i j i j k= = =

= + + +∑ ∑ ∑  

)كه در آن  )H R R2 ,i j اي بين ذرات  كنش دوذره هاميلتوني برهمi ام وj ام است، و به طريق مشابه

( )3 , ,i j kH R R R اي بين ذرات  ذره كنش سه هاميلتوني برهمi ،امj ام، وkچنين  هم .باشد ام مي

نند آن بوده، و بنابراين كنش داراي تقارن نسبت به جابجايي ذرات درگير و هما انرژي برهم

( ) ( )2 2, ,i j j i=H R R H R R . نيز( ) ( ) ( )3 3 3, , , , , ,i j k j k i k i j= =H R R R H R R R H R R R و ،

)به طريق مشابه  ) ( )3 3, , , ,i j k k j i=H R R R H R R R .ها علت حضور جملات  ي اين تقارن مجموعه

1
!n  اكنش ندارد و لذ خود برهماي با  بديهي است كه هيچ ذرهچنين  هم. كند روشن مي) 12.41(را در 

  :توان ساده كرد را به شكل زير مي) 12.41(هاميلتوني 

)12.42(  ( ) ( ) ( )1 2 3

1 1
, , ,

2! 3!i i j i j k
i i j i j k≠ ≠ ≠

= + + +∑ ∑ ∑H H R H R R H R R R "  

تر از آن است كه بتوان براي آن نقش قابل توجهي در نظر  اي خيلي ضعيف ذره كنش سه معمولاً برهم

  :گرفت و نهايتاً هاميلتوني مورد تحليل عبارتست از

)12.43(  ( ) ( )1 2

1
,

2!i i j
i i j≠

= +∑ ∑H H R H R R  

، زيرا بدون دانستن نماييم) 12.43(گردد كه اقدام به حل  قدرت روش كوانتش دوم هنگامي آشكار مي

)اطلاعات زياد راجع به فرم دقيق  )2 ,i jH R R  سازد را ميسر مي) 12.43(تحليل.  

  



 

 

كوانتش دوم 280

  گرهاي بوزوني عمل. 12.5.3

)گرهاي بوزوني فنا  با كمك عمل) 12.43(در اين مرحله اقدام به بيان  )ˆna  و بقا( )

†ˆna كنيم مي. 

)ي  ذره گر انرژي تك توان عمل مي )H R1 i  5تمرين (را نوشت ) 12.43(در:(  

)12.44(  ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

†
1 1

,

ˆ ˆi m n
i m n

m n a a=∑ ∑H R H    

  :كه در آن

)12.45(  ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )* 3
1 1n mm n d rϕ ϕ= ∫∫∫ r rH H r  

)اي  به همين ترتيب براي هاميلتوني دوذره )2 ,i jH R R  داريم) 12.43(در:  

)12.46(  ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

† †
2 2

, , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ,i j m n p q
i j m n p q

m n p q a a a a=∑ ∑H R R H  

  :كه در آن

)12.47(  ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2m n p q m n p q=H H  

  :عبارتست از) 12.45(براكت فوق در نمايش انتگرالي قابل مقايسه با 

)12.48(  
( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

* * 3 3
1 2 2 1 2 2 1 2 1,m n p q

m n p q

d r d rϕ ϕ ϕ ϕ

=

∫∫∫ ∫∫∫ r r r r

H

H r r
  

  :توان نوشت مي) 12.46(و ) 12.44(و با استفاده از ) 12.43(گرهاي بوزوني براي  پس با كمك عمل

)12.49(  
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

†
1

,

† †
2

, , ,

ˆ ˆ

1
ˆ ˆ ˆ ˆ

2!

m n
m n

m n p q
m n p q

m n a a

m n p q a a a a

=

+

∑

∑

H H

H
  

  .طلبد فرآيندي بسيار پيچيده را ميبطور مستقيم ) 12.49(بديهي است كه حل هاميلتوني 

  

  نمايش كوانتش دوم. 12.5.4

نوشت ) 12.49(بندي كوانتش دوم را براي هاميلتوني  توان صورت مي) 12.27(در اين مرحله با كمك 

  ):7تمرين (
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)12.50(  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

† 3
1

† † 3 3
1 2 2 1 2 2 1 2 1

ˆ ˆ

1 ˆ ˆ ˆ ˆ,
2

d r

d r d r

ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

= +∫∫∫

∫∫∫ ∫∫∫

r r

r r r r

H H r

H r r
  

تر از نمايش آن با  از هاميلتوني سيستم بسيار آسان) 12.50(در عمل، كار با نمايش كوانتش دوم 

  .است) 12.49(گرهاي فنا و بقا در  عمل

  

با هم برهمكنشي  2rو  1rپذيريم كه دو بوزون واقع در نقاط  به عنوان يك تقريب خيلي خوب، مي

1ديگر برسند، يعني  كه به مجاورت يك ندارند، مگر آن 2≈r r . هاي  كنش سازي در برهم سادهبه اين

  :در نتيجه به زبان رياضي خواهيم داشت. شود تايي، تقريب موضعي گفته مي دو

)12.51(  ( ) ( )2 1 2 1 2, gδ≈ −H R R R R  

  ]:4[ي زير قابل تخمين است  كنش بوده و از رابطه ثابتي موسوم به ثابت برهم gكه در آن 

)12.52(  
24

g a
m
π

=
=  

بديهي  .ثابتي تجربي و موسوم به طول پراكنش موج كروي است aها و  جرم بوزون mكه در آن 

0gچه  است كه چنان اي داراي ماهيت دافعه، و در غير اين صورت داراي  كنش دوذره گاه برهم ، آن<

  :به فرم زير خواهيم رسيد) 12.50(در هاميلتوني ) 12.51(گذاري  با جاي. ويژگي جاذبه است

)12.53(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )† 3 † † 3
1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
2
g

d r d rψ ψ ψ ψ ψ ψ= +∫∫∫ ∫∫∫r r r r r rH H r  

  .گانه است ششهاي  فاقد انتگرال) 12.50(در آن است كه نسبت به ) 12.53(ي  اهميت رابطه

  تحليل چگاليده. 12.5.5

كنش هايزنبرگ كه در فصل سوم بيان شده است  در تصوير برهم) 12.53(تحليل مستقيم هاميلتوني 

اگر . كنيم تعريف مي) 3.62(كنش را مطابق  براي اين منظور ابتدا هاميلتوني برهم. پذير است امكان

  :خواهيم داشتانجام شود،  1Hتبديل نسبت به هاميلتوني 

)12.54(  ( )
1 1exp expI j j
t t

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜= + −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
H H H H

= =
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  :كنش خواهد بود ، كت سيستم در تصوير برهم)3.58(چنين طبق  هم

)12.55(  ( ) ( ) ( )1expI j
t t tψ ψ

⎛ ⎞⎟⎜= + ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
H
=

  

  :كنيم كنش هايزنبرگ را تعريف مي گرهاي ميدان در تصوير برهم اكنون عمل

)12.56.1(  ( ) ( ) ( )1 1
ˆ ˆ, exp expI j j

t t tψ ψ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜= + −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

r rH H
= =

  

)12.56.2(  ( ) ( ) ( )† †
1 1

ˆ ˆ, exp expI j j
t t tψ ψ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜= + −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
r rH H

= =
  

پس . را استخراج نمود) 12.56(گرهاي ميدان  توان معادلات حركت عمل مي 10حال با كمك تمرين 

)، و ضمن عدم نمايش بالانويس تصوير هايزنبرگ از انجام محاسبات در )I خواهيم داشت:  

)12.57(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )†
1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,j t t g t t t
t
ψ ψ ψ ψ ψ

∂
= +

∂
r r r r rH=  

شود داراي  در آن ديده مي 1H  ذره گر هاميلتوني تك بدين جهت كه تنها عمل) 12.57(ي  رابطه

ي  گزين معادله گري است كه جاي ي عمل يك معادله) 12.57(ي  البته معادله. اهميت فراوان است

  . شده است) 12.43(و هاميلتوني ) 12.1(شرودينگري با كت حالت 

  

  دجِنس-تقريب بوگوليوبوف. 12.5.5.1

)گرهاي ميدان  با تفكيك عمل) 12.57(تحليل  )ˆ ,tψ r  و( )†ˆ ,tψ r به دو جزء:  

)12.58.1(  ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ, , ,t t tψ δ= Ψ +r r r  

)12.58.2(  ( ) ( ) ( )† † †ˆ ˆ ˆ, , ,t t tψ δ= Ψ +r r r  

)شود، كه در آن  انجام مي )ˆ ,tΨ r اينشتين و -ي بوز گر فناي چگاليده عمل( )ˆ ,tδ r گر فناي ابر  عمل

   .اند ها است كه هنوز به چگاليده راه نيافته ي آن بخشي از بوزون حرارتي چگاليده است، كه در برگيرنده

  

دهد بر اين  را ارايه مي) 12.58(دجنس، كه نوعي مدل پديدارشناختي از -تقريب مشهور بوگوليوبوف

)مبنا استوار است كه  )ˆ ,tΨ r اي مانند  با يك تابع نردهگري بوده و در نتيجه  فاقد ماهيت عمل
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( ),tΨ r هاي چگاليده نسبت به ابر  اين تقريب معتبر است اگر تعداد بوزون .گزيني است قابل جاي

  :توان نوشت در نتيجه در دماهاي نزديك به صفر كلوين مي. حرارتي آن زياد باشد

)12.59.1(  ( ) ( ) ( )ˆ ˆ, , ,t t tψ δ≈ Ψ +r r r  

)12.59.2(  ( ) ( ) ( )† * †ˆ ˆ, , ,t t tψ δ≈ Ψ +r r r  

  :كنيم و خواهيم داشت گزين مي جاي) 12.57(ي حركت  را در معادله) 12.59(اين مرحله، روابط در 

)12.60(  
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
† 2

1

ˆ, ,

ˆ ˆ ˆ, , , , , ,

j t t
t

t t g t t t t

δ

δ δ δ

∂ ⎡ ⎤Ψ + =⎢ ⎥⎣ ⎦∂
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤Ψ + + Ψ + Ψ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

r r

r r r r r rH

=
  

  :ي زير دست خواهيم يافت در طرفين به دو معادله 1̂δو  0̂δبا برابر قراردادن جملات 

)12.61.1(  ( ) ( ) ( ) ( )
2

22, , ,
2

j t U g t t
t m

⎡ ⎤∂ ⎢ ⎥Ψ = − ∇ + + Ψ Ψ
⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦

r r r r
==  

)12.61.2(( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

22 2 †ˆ ˆ ˆ, 2 , , , ,
2

j t U g t t g t t
t m
δ δ δ

⎡ ⎤∂ ⎢ ⎥= − ∇ + + Ψ + Ψ
⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦

r r r r r r
==  

)جا از اتحاد  در اين )
2 2
21 m U= − ∇ + rH )استفاده شده است، كه  = )U r  پتانسيل ) 12.38(مانند

. نمود) 12.61.2(توان اقدام به حل تقريبي  مي) 12.61.1(پس از حل . محصورساز چگاليده است

قادر است طيف وسيعي از مشهور است و  ]10-14[ لانداو-ي گينزبورگ به معادله) 12.61.1(ي  معادله

لانداو -ي گينزبورگ معادله .ها را با تقريب پديدارشناختي وصف نمايد مسايل مربوط به چگاليده

)بر حسب ) 12.61.1( ),tΨ r گر ابر  بر حسب عمل) 12.61.2(ي  خطي است، در حالي كه معادلهغير

)حرارتي  )ˆ ,tδ r بديهي است براي يافتن . خطي است( )ˆ ,tδ r  بايست ابتدا حل  مي) 12.61.2(از

هاي چگاليده باشد  تعداد كل بوزون 0Nاگر كه ] 10-14و3[توان ديد  مي .را يافته باشيم) 12.61.1(

  :آيد ي زير بدست مي هاي چگاليده از رابطه چگالي حجمي بوزونتعريف گرديده است ) 12.37(كه در 

)12.62(  ( ) ( ) 20 0, ,n t N t= Ψr r  

  :كه شرط بهنجارش زير رعايت گردد مشروط به آن

)12.63(  ( ) 2 31 ,t d r= Ψ∫∫∫ r  
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  ابررسانايي. 12.6

براي اولين بار مطرح  1957در سال و شرايفر،  ،نخستين تئوري جامع ابررسانايي توسط باردين، كوپر

ذراتي از جنس  ناشي از تشكيل شبه، ابررسانايي كرديمطور كه در بالا اشاره  همان ].15- 17[شد 

در برخي مواد ضمن عبور از يك دماي بحراني، . هاي كوپر در مواد است بوزون و موسوم به زوج

تر از  ي جديدي با انرژي پايين ها از جنس جاذبه بوده و منجر به تشكيل حالت پايه كنش بوزون برهم

در چنين شرايطي در حقيقت . موديناميكي ابررسانايي استشود كه همان فاز تر انرژي حالت پايه مي

ي باردين، كوپر، و شرايفر براي  نظريه. دهد هاي كوپر رخ مي اينشتين براي زوج- نوعي چگالش بوز

40cTابررساناهاي سرد كه داراي دماي بحراني عمدتاً پايين  K< اين در حالي . هستند معتبر است

اي براي توضيح ابررسانايي گرم در ابررساناهايي كه داراي دماي بحراني نسبتاً  است كه هنوز نظريه

40cTبالاتر  K> اي از اين نظريه اختصاص دارد  اين قسمت به مرور فشرده .هستند وجود ندارد.  

  

  ذرات گرهاي شبه عمل. 12.6.1

از . شود مشخص مي σو يك اسپين مانند  kهر الكترون با يك بردار موج بلوخ مانند  يك ابررسانا در

)ها فرميون هستند، هر الكتروني دقيقاً با يك حالت انرژي مانند  آن جايي كه الكترون )E k  كه نسبت

σبه اسپين بالا  σو پايين  ↑= با توجه  نزديك صفر كلويندر دماي  .تبهگن است متناظر است ↓=

)تر از تراز فرمي  توان فرض كرد كه تمام حالات انرژي پايين ديراك مي- به توزيع فرمي ) FE E<k 

)اند، در حالي كه تمام حالات انرژي بالاتر از تراز فرمي  اشغال شده ) FE E>k 18[ خالي هستند[. 

گرد است؛ اين  سان هم kچنين فرض كرد كه وابستگي انرژي نسبت به بردار موج بلوخ  توان هم مي

براي يك . باشد تنها پايين نوار انرژي اشغال شده معتبر ميهاي پايين و هنگامي كه  تقريب در انرژي

  :توان به تقريب نوشت ميبا تقارن كروي گرد  سان ساختار نواري انرژي هم

)12.64(  ( ) ( )E E k≈k  

)تعريف كرد كه شرط  Fkتوان يك عدد موج فرمي  بنابراين مي )F FE k E= كند را ارضا مي .  



 

 

 فصل دوازدهم  285

گرد، تمام حالات با اعداد موج  سان پس در دماي نزديك صفر مطلق، و براي ساختار نوار انرژي هم

Fkتر از عددموج فرمي  كوچك k< تر از  با اعداد موج بزرگ اند، و حالات ها اشغال شده توسط الكترون

Fkعددموج فرمي  k> و آن را حالت  دهيم نشان مي 0اين حالت سيستم را با نماد  .خالي هستند

  .ناميم صفر مي

براي سادگي . را تعريف كنيمذرات  گرهاي بوزوني شبه قبل از تشريح اين نظريه، ضروري است كه عمل

0FEفرض كنيد كه انرژي فرمي در دماي مورد نظر صفر باشد، يعني  با افزايش دما تدريجاً . =

يابند و تعدادي  ها با كسب انرژي جنبشي كافي از ميدان انرژي حرارتي، انرژي مثبت مي برخي الكترون

به ازاي هر الكتروني كه يكي از ترازهاي انرژي . كنند از حالات انرژي بالاتر از تراز فرمي را اشغال مي

)مانند  ) 0E >k ذره با بار مثبت در ترازي  ها يك حفره يا شبه هادي كند، مانند نيمه يرا اشغال م

)مانند  ) 0E <k توان  و فناي فرميوني زير مي بقاگرهاي  اين فرآيند را توسط عمل. گذارد به جاي مي

  :تعريف كرد

)12.65.1(  ( )†ˆ 0 , 0c Eσ = ∅ <k k  

)12.65.2(  ( )ˆ 0 , 0c Eσ = ∅ >k k  

اند و جايي  تمام ترازهاي انرژي منفي اشغال شده 0كند كه در حالت  بيان مي) 12.65.1(ي  رابطه

) 12.65.2(ي  رابطه. نيست σو اسپين  kجديد با بردار موج  براي افزودن يك فرميون يا الكترون

تمام ترازهاي انرژي مثبت خالي هستند و امكان حذف يك الكترون يا  0كند كه در حالت  بيان مي

  :داريمبديهي است كه به تبع تعريف فوق  .ها وجود ندارد از آن σو اسپين  kبا بردار موج  فرميون

)12.66.1(  ( )†ˆ ˆ 0 0 , 0c c Eσ σ = <k k k  

)12.66.2(  ( )†ˆ ˆ 0 0 , 0c c Eσ σ = >k k k  

و  kپس از حذف يك الكترون با بردار موج  0 صفر كند كه حالت بيان مي) 12.66.1(ي  رابطه

به  σو اسپين  kكه داراي انرژي منفي است، و سپس افزودن الكتروني با همان بردار موج  σاسپين 

پس از  0 صفر كند كه حالت بيان مي) 12.66.2(ي  نيز رابطه. شود تبديل مي 0 صفر خود حالت
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كه داراي انرژي مثبت است، و سپس افزودن  σو اسپين  kافزودن يك الكترون با بردار موج 

گر  اين دو عمل .شود تبديل مي 0 صفر به خود حالت σو اسپين  kالكتروني با همان بردار موج 

  ):چرا؟(كنند  را ارضا مي) 11.41(جبر فرميوني مشابه 

)12.67.1(  { }†ˆ ˆ,c cσ σ σσδ δ′ ′ ′ ′=k k kk  

)12.67.2(  { }ˆ ˆ, 0c cσ σ′ ′ =k k  

)12.67.3(  { }† †ˆ ˆ, 0c cσ σ′ ′ =k k  

هاي متفاوت، در حقيقت با  اسپينو  kقابل ذكر است كه دو الكترون داراي بردار موج همانند 

  :مانندشوند كه  توصيف مياسپينوري 

)12.68(  
; ,

;
; ,

ψ

ψ

⎡ ⎤↑
⎢ ⎥= ⎢ ⎥↓⎢ ⎥⎣ ⎦

k
k

k
ψ  

)هاي  زيرنويس كمكبنابراين با . است ),σk  گرهاي نيست و عمل) 10.80(نيازي به فرم اسپينوري 

ĉ فناي  تعريف شده σk و بقا †ĉ σk  ًكنند، نه اسپينورها اي اثر مي هاي نرده كتروي مستقيما.  

  

  هاميلتوني موثر. 12.6.2

گرهاي فنا و  كوانتش دوم بر مبناي عملو بيان آن در فرم مبسوط ) 12.43(حال با كمك هاميلتوني 

تعداد كل ذراتي كه در اين هاميلتوني  .ي رياضي ابررسانايي را درك كرد توان شالوده مي) 12.49(بقا 

شماري از  حفره، به جاي تعداد بيفرميوني ي  ذره توان با تعريف شبه اما مي. نقش دارند بسيار زياد است

اين نگرش به مسئله، تعداد . ها با انرژي منفي و يك تراز خالي، يك ذره با بار مثبت قرار داد الكترون

كنش ميان  اما برهم .دهد ميگيري كاهش  بندي مسئله را به ميزان چشم ذرات مورد نياز براي صورت

حفره، و - الكترون، حفره- كنش الكترون برهم هاي داراي بار مثبت و منفي به سه بخش فرميون

  :كند تر مي را پيچيده) 12.49(حفره قابل تجزيه است كه اندكي هاميلتوني -الكترون

)12.69(  1 2= +H H H  
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  :توان نوشت مي. ها است رميونكنش دوتايي ف برهم 2Hذره و  هاميلتوني تك 1Hي فوق  در رابطه

)12.70(  ( )1
22 ee eh he hh ee eh hh= + + + = + +H H H H H H H H  

ehالكترون، -كنش الكترون هاميلتوني برهم eeHكه در آن  he=H H كنش الكترون هاميلتوني برهم -

  :اين چهار هاميلتوني به ترتيب عبارتند از. حفره است-كنش حفره هاميلتوني برهم hhHحفره، و 

)12.71.1(  ( ) †
1 ˆ ˆE c cσ σ

σ

=∑ k k
k

kH    

)12.71.2(  ( ) † †1
2

, ,

ˆ ˆ ˆ ˆ, ; , ,ee FF c c c c k k kσ σσ σ
σ σ

′ ′ ′ ′− +
′ ′

′ ′= >∑ k q kk q k
k k q

k k qH  

)12.71.3(  ( ) † †1
2

, ,

ˆ ˆ ˆ ˆ, ; ,eh he FF c c c c k k kσ σσ σ
σ σ

′ ′ ′ ′− +
′ ′

′ ′= = > >∑ k q kk q k
k k q

k k qH H  

)12.71.4(  ( ) † †1
2

, ,

ˆ ˆ ˆ ˆ, ; , ,hh FF c c c c k k kσ σσ σ
σ σ

′ ′ ′ ′− +
′ ′

′ ′= <∑ k q kk q k
k k q

k k qH  

بديهي است كه  .ي باردين، كوپر، و شرايفر است بندي نظريه صورتكليد ) 12.71(فهم مجموعه روابط 

با  ).چرا؟(باشد  داراي ماهيت جاذبه مي) 12.71.3(داراي ماهيت دافعه و ) 12.71.4(و ) 12.71.2(

توان مشاهده كرد كه مجموع بردار موج دو ذره پيش و پس از  كنشي مي كمي دقت در هر برهم

. ايم در برخوردها وفادار مانده حركت بندي به بقاي اندازه با اين صورتدر حقيقت . برخورد ثابت است

حركت  شود، كه مبين ميزان تغيير در اندازه ها مشخص مي در جمع qبدين ترتيب نقش بردار موج 

ضروري است كه ) 12.71(بندي  براي سازگاري در صورت. متناظر با بردارهاي موج دو ذره است

k+′اگر يكي از مجموع بردارهاي موج . رخ ندهد] 19[پراكنش اومكلاپ  k ،−k q يا ،′ +k q  از

الي ) 12.70.2(اي  گاه فرم رياضي نمايش برخوردهاي دو ذره ي بريلويين اول خارج شود، آن ناحيه

فعلاً با فرض آن كه تعداد برخوردهايي كه منجر به پراكنش اومكلاپ . ديگر معتبر نيست) 12.71.4(

) احتمال پراكنشنيز . كنيم پوشي مي شوند كم است از آن چشم مي ), ;F ′k k q  مستقل از اسپين

در عمل ، كه ايم نظر كرده شود، و با اين تقريب از چرخش اسپين در برخورد صرف فرض مي اتذر

مثلاً دو الكترون در . شوند كنيم كه در اثر برخورد نوع ذرات عوض نمي چنين فرض مي هم .صحيح است

  .شوند ها بازتركيب نمي اثر برخورد كماكان علامت انرژي مثبت خود را حفظ كرده و با حفره
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)برخورد دو الكترون در ترازهاي انرژي ) 12.71.2(در  ),σk  و( ),σ′ ′k در ابتدا . توصيف شده است

,هر دو الكترون داراي انرژي مثبت بوده و بنابراين  Fk k k′ ها ضمن  در اثر برخورد بردار موج آن. <

k−حفظ اسپين به ترتيب به  q  و′ +k q چنين برخوردي متناظر با  نسبي احتمال؛ كند تغيير مي

( ), ;F ′k k q اما براي تغيير وضعيت اين دو الكترون لازم است كه اين دو به ترازهاي انرژي . است

)جديد  ),σ−k q  و( ),σ′ ′+k q  گرهاي  بنابراين ابتدا اين دو ذره را با كمك عمل. منتقل شوند

ĉفناي  σk  وĉ σ′ ′k  از ترازهاي( ),σk  و( ),σ′ ′k گرهاي بقاي  تخليه كرده، و سپس با كمك عمل
†ĉ σ−k q  و†ĉ σ′ ′+k q  در ترازهاي جديد( ),σ−k q  و( ),σ′ ′+k q توان  با كمي دقت مي .دهيم جا مي

  .نيز به طريق مشابه پي برد) 12.71.4(و ) 12.71.3(كنش  به مفهوم جملات برهم

)برخورد يك الكترون در تراز انرژي ) 12.71.3(در  ),σk  و يك حفره در تراز انرژي( ),σ′ ′k  توصيف

در ابتدا الكترون داراي انرژي مثبت بوده و و حفره داراي انرژي منفي است؛ بنابراين . شده است

Fk k k ′> k−ها ضمن حفظ اسپين به ترتيب به  در اثر برخورد بردار موج آن. < q  و′ +k q 

براي تغيير وضعيت اين الكترون و حفره لازم است كه اين دو به ترازهاي انرژي جديد . كند تغيير مي

( ),σ−k q  و( ),σ′ ′+k q  رهاي فناي گ بنابراين ابتدا اين دو ذره را با كمك عمل. منتقل شوند

ĉ σk  و بقاي†ĉ σ′ ′k  به ترتيب از ترازهاي( ),σk  و( ),σ′ ′k گرهاي  منهدم كرده، و سپس با كمك عمل

ĉ†بقاي  σ−k q  و فنايĉ σ−k q  در ترازهاي جديد( ),σ−k q  و( ),σ′ ′+k q توجه . دهيم جا مي

گر بقا يك فرميون  با كمك عملتراز انرژي مربوطه در كنيم كه براي نابودي حفره، كافي است  مي

  .جاي دهيم

)برخورد دو حفره در ترازهاي انرژي ) 12.71.4(به همين ترتيب در  ),σk  و( ),σ′ ′k  ،توصيف شده

,كه هر دو داراي انرژي منفي بوده و بنابراين  Fk k k′ براي تغيير وضعيت اين دو حفره لازم است . >

)كه اين دو به ترازهاي انرژي جديد  ),σ−k q  و( ),σ′ ′+k q  بنابراين ابتدا اين دو . منتقل شوند

ĉ† بقايگرهاي  ذره را با كمك عمل σk  و†ĉ σ′ ′k  ترازهاي در( ),σk  و( ),σ′ ′k كرده، و سپس  منهدم
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ĉ فنايگرهاي  با كمك عمل σ−k q  وĉ σ′ ′+k q  در ترازهاي جديد( ),σ−k q  و( ),σ′ ′+k q ي جا

  .كنيم خالي كه متناظر با يك حفره است ايجاد مي

  انرژي حالت صفر. 12.6.3

، كه دهيم نمايش مي 0با حالت صفر در دماي صفر كلوين طور كه بيان شد، حالت سيستم را  همان

. اند و تمام حالات انرژي مثبت خالي است ها تمام حالات انرژي منفي را اشغال كرده در آن الكترون

انرژي است و ترين  كمبراي يك ابررسانا همان حالت پايه كه داراي  0 كنيم كه حالت صفر توجه مي

با اندكي محاسبه بدست انرژي حالت صفر . )چرا؟( آيد نيست هاي كوپر پديد مي گالش زوجدر اثر چ

  :عبارتست ازآيد كه  مي

)12.72.1(  ( )0 0 0 , FE E k k
σ

= = <∑
k

kH   

)12.72.2(  
, ,

0 1 0
F Fk k k k

σ σ
σ σ< >

= ∏ ∏k k
k k

  

1هاي  منظور از حالت) 12.72.2(ي  در رابطه σk  0و σk  به ترتيب حضور يك و صفر فرميون در

)حالت انرژي  ),σk كنيم كه قرارداد مي) 12.72(براي سهولت در نمايش  .است:  

)12.73.1(  
, , ,

1 0 1 ,
F F

F
k k k k

k kσσ σ
σ σ σ

σ ′ ′ ′ ′
′ ′ ′ ′ ′ ′< ≠ >

= >∏ ∏ kk k
k k k

k  

)12.73.2(  
, , ,

1 0 0 ,
F F

F
k k k k

k kσσ σ
σ σ σ

σ ′ ′ ′ ′
′ ′ ′ ′ ′ ′≠ < >

= <∏ ∏kk k
k k k

k  

Fkاگر به ترتيب ناميم،  مي اي حفره يا تك الكتروني را كت تك σkكت  k>  ياFk k< . زيرا مبين

)، كه در تراز انرژي سيستم است كل دريا يك حفره حضور تنها يك الكترون  ),σk واقع شده باشد .

  :است) 12.70(در  Hي هاميلتوني  كت ويژه σkيابيم كه  ميدر  15چنين طبق تمرين  هم

)12.74(  ( ) 0E Eσ σ⎡ ⎤= +⎣ ⎦k k kH  

آن گاه بر . الكتروني باشد تككت يك  σk كنيم كه ابتدا فرض مي) 12.74(براي اثبات درستي 

  :داريم 13اساس تمرين 

)12.75(  †ˆ 0 , Fc k kσσ = >kk  
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  :كنيم حال به ترتيب درستي روابط زير را تحقيق مي

)12.76.1(  ,ee Fk kσ = ∅ >kH  

)12.76.2(  ,eh he Fk kσ σ= = ∅ >k kH H  

)12.76.3(  ,hh Fk kσ = ∅ >kH  

  :خواهيم داشت. كنيم مياستفاده ) 12.71.2(از تعريف ) 12.76.1(براي آزمودن صحت 

)12.77(

( )

( ) { }

( )

†

† † †1
2

, ,

† † †1
2

, ,

† †1
2

ˆ 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ; 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ; 0

ˆ ˆ ˆ, ;

ee eec

F c c c c c

F c c c c c

F c c c

σ

σσ σ σ σ
σ σ

σσ σ σ σσ σ
σ σ

σ σ σσ

σ

δ δ

δ δ

′ ′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′ ′− +
′ ′ ′′ ′′

′ ′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′ ′ ′ ′− +
′ ′ ′′ ′′

′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′− +

=

′ ′′=

′ ′′= −

′ ′′=

∑

∑

k

kk q k q k k
k k q

kk q k q k kk k
k k q

k q k q kk

k

k k q

k k q

k k q

H H

( )

( )

( )

, ,

† † †1
2

, ,

† †1
2

,

† † †1
2

, ,

0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ; 0

ˆ ˆ ˆ, ; 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ; 0 ,

F c c c c c

F c c c

F c c c c c k

σ
σ σ

σσ σ σ σ
σ σ

σ σ σ
σ

σσ σ σ σ
σ σ

′′
′ ′ ′′ ′′

′ ′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′ ′− +
′ ′ ′′ ′′

′′ ′′ ′′ ′′− +
′′ ′′

′ ′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′ ′− +
′ ′ ′′ ′′

′ ′′−

′′=

′ ′′−

∑

∑

∑

∑

k
k k q

kk q k q k k
k k q

k q k q k
k q

kk q k q k k
k k q

k k q

k k q

k k q , , Fk k k′ ′′ >

  

,اما چون . ايم استفاده كرده) 12.67.1(كه در آن از پادجابجاگر  Fk k k′ ′′  )12.65.2(، پس طبق  <

ˆخواهيم داشت  0c σ′ ′ = ∅k، ˆ 0c σ′′ ′′ = ∅kدرست است )12.76.1( ، و لذا.   

  

  :نيز داريم به طريق مشابه

)12.78(

( )

( ) { }

( )

†

† † †1
2

, ,

† † †1
2

, ,

†1
2

ˆ 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ; 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ; 0
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eh he ehc

F c c c c c

F c c c c c
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σσ σ σ σ
σ σ

σσ σ σ σσ σ
σ σ
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δ δ
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2
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0
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ˆ ˆ ˆ, ; 0
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σ σσ
σ σ

σσ σ σ σ
σ σ

σ σ σ
σ

σσ σ σ σ
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Fkچون  k k′ ′′> ˆ†خواهيم داشت ) 12.65.2(و ) 12.65.1(، پس طبق < 0c σ′′ ′′ = ∅k ،

ˆ 0c σ′ ′ = ∅k تر  بسيار ساده) 12.76.3(آزمودن صحت  .شود تاييد مي) 12.76.2(، و لذا صحت

  :در نهايت خواهيم داشت) 12.71.4(است؛ با كمك 

)12.79(( )

( )

†

† † †1
2

, ,

† † †1
2

, ,

ˆ 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ; 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ; 0 , ,

hh hh

F

c

F c c c c c

F c c c c c k k k k

σ

σσ σ σ σ
σ σ

σσ σ σ σ
σ σ

σ

′ ′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′ ′− +
′ ′ ′′ ′′

′ ′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′ ′− +
′ ′ ′′ ′′

=

′ ′′=

′ ′′ ′ ′′= − < <

∑

∑

k

kk q k q k k
k k q

kk q k q k k
k k q

k

k k q

k k q

H H

  

ˆ†داريم ) 12.65.1(حال با  .ايم استفاده كرده) 12.67.3(كه در آن از پادجابجاگر  0c σ′ ′ = ∅k  و در

  :عبارتست از) 12.71.1(و ) 12.69(با كمك ) 12.74(پس سمت چپ  .برقرار است) 12.76.3(نتيجه 

)12.80(  ( ) † †
1 ˆ ˆ ˆ 0 , FE c c c k kσσ σ

σ

σ σ ′ ′ ′ ′
′ ′

′= = >∑ kk k
k

k k kH H  

  :كنيم به ترتيب زير اقدام مي) 12.80(براي ساده كردن 

)12.81(  

( )

( )

( ) { }

( ) { }

† †

† †

† †

† †

ˆ ˆ ˆ 0

ˆ ˆ ˆ 0

ˆ ˆ ˆ 0

ˆ ˆ ˆ 0 , , F

E c c c

E c c c

E c c c

E c c c k k k k

σσ σ
σ

σσ σ
σ

σσ σσ σ
σ

σσ σσ σ
σ

σ

δ δ

δ δ

′ ′ ′ ′
′ ′

′′ ′′ ′′ ′′
′′ ′′

′ ′ ′ ′ ′ ′
′ ′

′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′
′′ ′′

′=

′′+

′= −

′′ ′ ′′+ − > >

∑

∑

∑

∑

kk k
k

kk k
k

kk kk k
k

kk kk k
k

k k

k

k

k

H

  

ˆ) 12.65.2(طبق  0c σ′ ′ = ∅k ، نيز با توجه به وFk k k ′′> 0δداريم  < ′′ =kk .بنابراين:  

)12.82(  
( ) ( )

( ) ( )

† † †

† † †

ˆ ˆ ˆ ˆ0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ0 0 , F

E c E c c c

E c E c c c k k k

σ σσ σ
σ

σ σ σ σ
σ

σ ′′ ′′ ′′ ′′
′′ ′′

′′ ′′ ′′ ′′
′′ ′′

′′= −

′′ ′′= + > >

∑

∑

k kk k
k

k k k k
k

k k k

k k

H
  

ˆ†داريم ) 12.66.1(از  ˆ 0 0c cσ σ′′ ′′ ′′ ′′ =k k بنابراين، و:  

)12.83(  ( ) ( )† †ˆ ˆ0 0 , FE c E c k k kσ σ
σ

σ
′′ ′′

′′ ′′= + > >∑k k
k

k k kH  

  :آيد بدست مي) 12.72.1(گزيني از انرژي حالت صفر  با جاي

)12.84.1(  ( ) , FE k kσ σ= + >k k kH  

)12.84.2(  0E= −H H  
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  ):چرا؟(صفر است، به شكلي كه خواهيم داشت انرژي گر هاميلتوني بهنجار شده به  عمل Hجا  در اين

)12.85(  0 0 0= H  

  :، خواهيم داشت16تمرين با انجام فرآيندي نظير فوق در 

)12.86(  ( ) , FE k kσ σ= − <k k kH  

  :13كه در آن مطابق تمرين 

)12.87(  ˆ 0 , Fc k kσσ = <kk  

  اي حالات دوذره. 12.6.4

اي  هاي دوذره توان كت ، مي)12.87(اي  و حفره )12.75(الكتروني اي  ذره تك هاي در قياس با كت

  :مانند زير تعريف نمود

)12.88.1(  
2 2 1 1

† †
1 1 2 2 1 2 1 1 2 2ˆ ˆ; 0 , , ,Fc c k k kσ σσ σ σ σ= > ≠k kk k k k  

)12.88.2(  
2 2 1 1

†
1 1 2 2 1 2ˆ ˆ; 0 , Fc c k k kσ σσ σ = > >k kk k  

)12.88.3(  
2 2 1 11 1 2 2 1 2 1 1 2 2ˆ ˆ; 0 , , ,Fc c k k kσ σσ σ σ σ= < ≠k kk k k k  

تاكيد بر ) 12.88.2(در  .حفره هستند حفره، و جفت- الكترون، الكترون كه به ترتيب مبين حالات جفت

1شرط  1 2 2σ σ≠k k  1با توجه به 2Fk k k>    ).چرا؟(ضروري نيست  <

  

1اي  ، حالات دوذرهσkاي  ذره برخلاف حالات تك 1 2 2;σ σk k اي  دوذره هاي كنش به دليل برهم

2H ي هاميلتوني  هاي ويژه كتH 12.88.1(الكتروني  توان براي كت جفت در حقيقت مي. نيستند (

  :نوشت

)12.89(  
( ) ( )

( )
1 1 2 2 1 2 1 1 2 2

1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2

; ;

, ; ; , , ,F

E E

F k k k

σ σ σ σ

σ σ σ σ

⎡ ⎤= + +⎣ ⎦
+ − + > ≠∑

q

k k k k k k

k k q k q k q k k

H
  

  :داريم) 12.84(توان ديد كه به خاطر  زيرا به سهولت مي. نسبتاً ساده است) 12.89(اثبات 

)12.90(( ) ( ) ( )1 0 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2; ; , , ,FE E E k k kσ σ σ σ σ σ⎡ ⎤− = + > ≠⎣ ⎦k k k k k k k kH  
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  :)18تمرين ( توان ديد كه چنين با كمي دقت مي هم

)12.91(1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 1 2 2

; ; ; ,

, ,

eh he hh

Fk k k

σ σ σ σ σ σ

σ σ

= = = ∅

> ≠

k k k k k k

k k

H H H
  

  :اما داريم

)12.92(  

( )

( )

( ) { }

2 2 1 1

2 2 2 2 1 1

† †1
21 1 2 2 1 1 2 2

, ,

† † † †1
2

, ,

† † † †1
2

, ,

1

ˆ ˆ ˆ ˆ; , ; ;

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ; 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ; 0

ee F c c c c

F c c c c c c

F c c c c c c

σ σσ σ
σ σ

σ σ σ σσ σ
σ σ

σ σσ σ σ σσ σ
σ σ

σ σ σ σ

δ δ

′ ′ ′ ′− +
′ ′

′ ′ ′ ′− +
′ ′

′ ′ ′ ′− +
′ ′

′=

′=

′= −

=

∑

∑

∑

k q kk q k
k k q

k q k k kk q k
k k q

k q kk k k kk q k
k k q

k k k k q k k

k k q

k k q

H

( ) { }

( ) { }

( )

( )

2 2 1 11 1

2 2 1 1 1 1

2 2 1 1

2 2 1 1

† † †
2 2

,

† † † †1
2

, ,

† †1
2 2 1

† † †1
2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ, ; 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ; 0

ˆ ˆ, ; 0

ˆ ˆ ˆ ˆ, ;

F c c c c

F c c c c c c

F c c

F c c c c

σ σσ σ σ σ
σ

σ σ σσ σ σσ σ
σ σ

σ σ

σ σσ

δ δ

δ δ

′ ′ ′ ′ ′ ′− +
′ ′

′ ′ ′ ′− +
′ ′

− +

′ ′ ′− +

′ −

′− −

=

′−

∑

∑

∑

k q kk q k k k
k q

k q k kk k kk q k
k k q

k q k q
q

k q kk q

k k q

k k q

k k q

k k q

( )

( )

1 1 2 2

2 2 1 1

,

† † †1
2 1

,

† † † †1
2

, ,

1 2 1 1 2 2

0

ˆ ˆ ˆ ˆ, ; 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ; 0 ,

, , , ,F

F c c c c

F c c c c c c

k k k k k

σ
σ

σ σσ σ
σ

σ σ σ σσ σ
σ σ

σ σ

′
′ ′

′ ′ ′ ′− +
′ ′

′ ′ ′ ′− +
′ ′

′−

′+

′ > ≠

∑

∑

∑

k
k q

k q kk q k
k q

k q k k kk q k
k k q

k k q

k k q

k k  

  :پس). چرا؟(ي آخر، دومي و چهارمي صفرند  از چهار جملهدر سمت راست تساوي بالا 

)12.93(

( )

( ) { }

( )

( )

( )

1 1 2 22 2

1 1 2 2

1
21 1 2 2 2 1 1 1 2 2

† † †1
2 1

,

1
2 2 1 1 1 2 2

1
2 1 2 2 2 1 1

† † †1
2 1

,

; , ; ;

ˆ ˆ ˆ ˆ, ; 0

, ; ;

, ; ;

ˆ ˆ ˆ ˆ, ; 0

ee F

F c c c c

F

F

F c c c c

σ σσ σ σ σ
σ

σ σσ σ
σ

σ σ σ σ

δ δ

σ σ

σ σ

′ ′ ′ ′ ′ ′− +
′ ′

′ ′ ′ ′− +
′ ′

= + −

′− −

= + −

− + −

′+

∑

∑

∑

∑

q

k q kk q k k k
k q

q

q

k q kk q k
k q

k k k k q k q k q

k k q

k k q k q k q

k k q k q k q

k k q

H

( )1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2, ; ; , , , , ,FF k k k k kσ σ σ σ′= + − > ≠

∑

∑
q

k k q k q k q k k
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)كه در آن از ويژگي  ) ( )2 1 1 2, ; , ;F F+ = −k k q k k q  1و 1 2 2 2 2 1 1; ;σ σ σ σ=−k k k k  استفاده

حاصل ) 12.93(، و )12.91(، )12.90(بر اساس ) 12.89(پس اكنون صحت  .)20تمرين ( شده است

  :آوريم بدست مي) 12.89(مانند  21چنين از تمرين  هم .شود مي

)12.94.1(
( ) ( )

( )
1 1 2 2 1 2 1 1 2 2

1 2 1 1 2 2 1 2

; ;

, ; ; , F

E E

F k k k

σ σ σ σ

σ σ

⎡ ⎤= + −⎣ ⎦
+ − + > >∑

q

k k k k k k

k k q k q k q

H
  

)12.94.2(
( ) ( )

( )
1 1 2 2 1 2 1 1 2 2

1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2

; ;

, ; ; , , ,F

E E

F k k k

σ σ σ σ

σ σ σ σ

⎡ ⎤= − +⎣ ⎦
+ − + < ≠∑

q

k k k k k k

k k q k q k q k k

H
  

  

  ي كوپر مسئله. 12.6.5

داراي كمترين انرژي و بنابراين  0، بديهي است كه حالت صفر 2Hاي  ذره كنش دو در غياب برهم

كرد معمايي كه كوپر طرح . باشد صفر مي H، كه انرژي آن نسبت به هاميلتوني همان حالت پايه است

توان يافت كه هم  مي Σ، حالت ديگري مانند 2Hاي  ذره كنش دو برهم اين است كه آيا در حضور

اگر هر دو شرط . ي سيستم بوده و هم انرژي آن نسبت به انرژي حالت صفر كمتر باشد حالت ويژه

در  FEكه هيچ الكتروني با انرژي بيشتر از انرژي فرمي  0تواماً ارضا شوند، آنگاه ديگر حالت صفر 

ي  بلكه حالت پايه. هاي آن نيز صفر است، همان حالت پايه نخواهد بود شود و تعداد حفره آن يافت نمي

  . انرژي كمتر است است كه داراي Σجديد در واقع 

  

 سبت بهتواند انرژي كمتري ن نمي Σديراك براي يك سيستم فرميوني، -دانيم طبق توزيع فرمي مي

تنها راه . ديراك تبعيت نكند-از توزيع فرمي Σداشته باشد، مگر آن كه حالت  0حالت صفر 

اما در يك سيستم الكتروني چگونه چنين . سيستمي بوزوني باشد Σبرقراري اين شرط آن است كه 

  تغيير ماهيتي ممكن است؟
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  :]20[ را بدين شكل حدس زد Σي  ويژه حالت) 12.89(كوپر با الهام از 

)12.95.1(  0ξΣ = ΣH  

)12.95.2(  
( )

( )( )1
2

;

; ;

a

a

Σ = ↑ − ↓

= ↑ − ↓ − − ↓ + ↑

∑

∑
k

k

k k k

k k k k k
    

0كه در آن انتظار داريم  0ξ ) ضرايب ).چرا؟( > )a k  مستقل از اسپين فرض شده و به شكل مناسبي

↑;اي  چنين حالات دوذره هم .بايد تعيين گردند − ↓k k حركت و  ذراتي فاقد اندازه متناظر با شبه

شوند و به وضوح از جنس  هاي كوپر ناميده مي ذرات زوج اين شبه. داراي اسپين كل صفر هستند

)نيز لازم است كه  .باشند ها مي بوزون ) ( )a a+ = −k k 12.3(ها طبق  تابعي زوج باشد، زيرا بوزون (

البته  .دهد ها تغيير علامت نمي دهند كه نسبت به جابجايي بوزون تنها حالات مركب زوج تشكيل مي

  ].21[ها نيز اخيراً گزارش شده است  هاي كوپر بين بوزون امكان تشكيل زوج

  

)ي تابع  براي محاسبه )a k  0و انرژيξ  نويسيم مي) 12.89(با كمك ابتدا ) 12.95(در:  

)12.96(  
( ) ( )[ ]

( )

; ;

, ; ; , F

E E

F k k

↑ − ↓ = + + + − ↑ − ↓

+ + − + − ↑ − + ↓ >∑
q

k k k k k k

k k q k q k q

H
  

با توجه به ويژگي تقارن زماني همواره ساختار نواري انرژي داراي تقارن زوج مركزي است، يعني 

( ) ( )E E+ = −k k .كنيم  چنين براي سادگي در نمايش فرض مي هم( ) ( ), , ;f F= + −k q k k q و ،

  :نويسيم مي

)12.97(( ) ( ); 2 ; , ; , FE f k k↑ − ↓ = ↑ − ↓ + + − ↑ − + ↓ >∑
q

k k k k k k q k q k qH  

)اكنون با تعريف  )a a=k k  آيد بدست مي) 12.95(و با توجه به:  

)12.98(

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
,

0

; ;

2 ; , ;

; , F

a a

a E a f

a k kξ

Σ = ↑ − ↓ = ↑ − ↓

= ↑ − ↓ + + − ↑ − + ↓

= ↑ − ↓ >

∑ ∑

∑ ∑

∑

k k

k k q

k

k k k k k k

k k k k k k q k q k q

k k k

H H H
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−;با ضرب طرفين در بِراي  ↓ ↑K K آوريم بدست مي:  

)12.99(  

( )

( ) ( )

( ) ( )

0

,

; ;

2 ; ;

, ; ; , , F

a

a E

a f k K k

ξ − ↓ ↑ ↑ − ↓

= − ↓ ↑ ↑ − ↓

+ − ↓ ↑ − ↑ − + ↓ >

∑

∑

∑

k

k

k q

k K K k k

k k K K k k

k k q K K k q k q

  

  :اي به فرم زير است ذره دوهاي  اما تعامد كت

)12.100(  ( ); ; δ δ− ↓ ↑ ↑ − ↓ = = −kKK K k k k K  

K↔پس از تبديل كه  k دهد نتيجه مي:  

)12.101(  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 2 ,

2 , , F

a a E a f

a E a f k k

ξ = + + +

= + − >

∑

∑
q

q

k k k k q k q q

k k q q q k
 

)ساختار نواري انرژي  گرد و با توجه به تقارن زوج سان در يك ساختار هم ) ( )E E+ = −k k  و

)بسط  ضرايب ) ( )a a+ = −k kنوشتدر حالت كلي ) 7.94(با اقتباس از توان  ي، م: 

)12.102.1(  ( ) ( )E E k=k  

)12.102.2(  ( ) ( ) ( ) 1
2, , ,m

la a k Y m l l Zθ ϕ += ≤ ∈k  

) كه در آن ),m
lY θ ϕ عدد اربيتالي كروي بوده، و  هاي يكي از هماهنگl  عددي است ) 7.95(طبق

0lمنطقي است كه اربيتال  .زوج ي تقارن متناظر با حالت انرژي  به دليل دارا بودن بالاترين درجه =

)پايه باشد، و لذا  ) ( )a a k=k .در فصل  15تمرين (هاي كروي  چنين با توجه به تعامد هماهنگ هم

  :داريم )هفتم

)12.103(  ( ) ( ) ( ) ( )*
1 1 2 2 1 2 1 2

0 1

1
, ,

sin

l
m m
l l

l m l

Y Yθ ϕ θ ϕ δ θ θ δ ϕ ϕ
θ

+∞ +

= =−

= − −∑ ∑  

)اي  هاي برخورد دوذره انرژيپس  ) ( ), , ;f F− = + − −q q k q q q k توان  را در دستگاه كروي مي

  :بسط داد

)12.104.1(  ( ) ( ) ( ) ( ),
,

, , ,

, , , ,k q qk

k q k q

k q k q

m m mm
l l l k k l q q

l l m m

f f k q Y Yθ ϕ θ ϕ− = ∑q q k  
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)12.104.2 (
( )

( ) ( ) ( )

,
,

2 2
* *

0 0 0 0

,

, , , sin sin

k q

k q

qk

k q

m m
l l

mm
l k k l q q k q k k q q

f k q

f Y Y d d d d
π π π π

θ ϕ θ ϕ θ θ θ ϕ θ ϕ

=

−∫ ∫ ∫ ∫ q q k
  

− و تبديل) 12.101(گذاري در  جاي با →q k p آوريم بدست مي:  

)12.105(  ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
0 ,

, , ,

ˆ ˆ2 ,k p pk

k p k p

k p k p

m m mm
l l l l

l l m m

E k a k a q f k q Y k Y pξ − =∑ ∑
q

  

p̂كه در آن  p= p  وk̂ k= k ي  گيري روي چهار زاويه با انتگرالحال . بردارهايي يكه هستند

)قطبي و سمتي  ),k kθ ϕ  و( ),p pθ ϕ آوريم بدست مي:  

)12.106.1(  ( )[ ] ( ) ( ) ( )0,0
0 0,02 ,E k a k a q f k qξ − =∑

q

  

)12.106.2(  ( ) ( ) ( )
2 2

0,0
0,0

0 0 0 0

, , , sin sink q k k q qk q f k q f d d d d
π π π π

θ θ θ ϕ θ ϕΦ = = ∫ ∫ ∫ ∫ q p  

)و تعريف ) 12.106.2(بديهي است كه بر اساس  ) ( ), , ; 0f F= + − <q p q q p كه همواره تابعي ،

)منفي،  است حقيقي و  ),k qΦ ؛ اين بدان دليل است كه فرض كرديم نيز همواره حقيقي و منفي است

 كنيم توجه مي qي  فلوكه- حال به تعريف جمع روي بردار موج بلوخ. برخوردها ماهيت جاذبه دارند

]22[:  

)12.107(  ( ) ( )
( )

( )3 2
3

1
sin

2 q q q
BZ

V
A A d q A q d d dq

V
θ θ ϕ

π
= =∑ ∫∫∫ ∫∫∫

q

q q q  

اين فرم در حقيقت انتگرالي روي يكي از . ي بلور است ي واحد در شبكه حجم ياخته Vكه در آن 

)نواحي بريلويين به حجم  )32BZV Vπ= ي بريلويين اول گرفته شود و  اگر انتگرال در ناحيه. است

فرض كنيم،  κو شعاع بيروني  Fkدروني ي به شعاع وكر اي پوسته گيري را به تقريب ي انتگرال ناحيه

  :آيد بدست مي

)12.108(  ( )[ ] ( ) ( ) ( ) 2
0 22 ,

2
Fk

V
E k a k a q k q q dq

κ

ξ
π

− = Φ∫  

  :مقدار انتگرالي زير قابل بازنويسي است ي ويژه كه به شكل معادله

)12.109.1(  ( ) ( )0ka k a kξ=L  
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)12.109.2(  ( ) ( ) ( )2
22 ,

2
F

k

k

V
E k dq k q q

κ

π
= + Φ ⋅∫L  

)در صورت معلوم بودن فرم ساختار نواري انرژي  )E k  و تابع( ),k qΦ  توان  مي) 12.106.2(در

. را تعيين علامت نمود 0ξي  مقدار ويژهمستقيماً را عددي حل كرده و ) 12.109(قدار م ي ويژه معادله

  :آوريم در خود بدست مي) 12.108(گذاري بازگشتي  اما با جاي

)12.110.1(  ( )
( )[ ]

( ) ( )
2

2
4

0

,
4 2

Fk

V
a k a p G p k p dp

E k

κ

π ξ
=

− ∫  

)12.110.2(  ( )
( ) ( )

( )
2

0

, ,
,

2
Fk

q p k q
G p k q dq

E q

κ

ξ
Φ Φ

=
−∫  

0ي انرژي منفي  اكنون كافي است نشان دهيم امكان وجود مقدارويژه 0ξ تابع انرژي  .منتفي نيست >

( )E k لذا . ها نوشته شده است همواره مثبت است الكترون كه براي جفت) 12.110(ي اعتبار  در بازه

)ي انرژي ها مخرج )0 2E qξ )همواره منفي است و داريم  − )0 2 0E qξ − گين  فرض كنيد ميان. >

)مناسبي براي انرژي  )E k 0ي انرژي  كه مقدارويژه بدون آنξ اگر اين . تغيير كند وجود داشته باشد

  :نمايش دهيم خواهيم داشت Eمقدار را با 

)12.111.1(  ( ) ( ) ( ) ( ) 2
0 ,

Fk

a k C a p H p k p dp
κ

ξ= ∫  

)12.111.2(  ( ) ( ) ( ) 2, , ,
Fk

H p k q p k q q dq
κ

= Φ Φ∫  

)12.111.3(  ( )
( )

2

0 24
04 2

V
C

E
ξ

π ξ
=

−
  

)بديهي است كه  )0C ξ چنين تابع  مقداري است مثبت؛ هم( ),H p k در تمام نقاط مقدار مثبت دارد 

)چون فرض كرديم . )چرا؟( ) ( )a a k=k  ًداراي تقارن زوج مركزي و مبين حالت پايه است، لزوما

اي هم صفر  دهد و در هيچ نقطه بنابراين تغيير علامت نمي. تواند داراي گره باشد حقيقي است و نمي

)جا داريم   كنيم همه ؛ لذا بدون لطمه به كليت مسئله فرض مينيست ) 0a k حال اگر به علامت . <

)علامت با  يابيم كه سمت راست هم اندكي دقت كنيم در مي) 12.111.1(ت راست جملات سم )a k  و
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توان  ي مورد نظر و دماي خاصي قابل ارضا باشد، پس مي براي ماده) 12.111(اگر . بنابراين مثبت است

  :نوشت

)12.112 (  ( )
( )

( )
( )

( )
2

2 2
0 42 ,

4
F F

F k k

a pV
E H p k p dpdk

k a k

κ κ

ξ
π κ

− =
− ∫ ∫  

  :ي كوچك تر آن عبارتست از است، كه ريشه 0ξكه داراي دو ريشه براي 

)12.113 (  ( )
( )

( )

1
2

2
0 22 ,

2
F F

F k k

a pV
E H p k p dpdk

k a k

κ κ

ξ
π κ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= − ⎢ ⎥− ⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫  

الكتروني  جاي خود را به حالت جفت 0منفي شود، حالت صفر ) 12.113(هر گاه تحت شرايطي 

Σ كنيم به عنوان حالت پايه با انرژي كمتر خواهد داد، كه از آن به عنوان فاز ابررسانايي ياد مي.  

  

  شرايفر-كوپر-هاميلتوني باردين. 12.7

بسيار  )12.71(ي نشان داده شده در ا ذره و جفت اي ذره با جملات تك) 12.69(هاميلتوني كامل 

ي كوپر در  با عنايت به فرم حالت پايه. تر از آن است كه در عمل بتوان از آن استفاده كرد پيچيده

تري را  توان هاميلتوني تقريبي ساده هاي آن صفر است، مي حركت تمامي كت كه اندازه) 12.95.2(

  :شرايفر مشهور است-كوپر-نهاد نمود كه به هاميلتوني باردين پيش

)12.114.1(  BCS e ee= +H H H  

)12.114.2(  ( ) †ˆ ˆe E c cσ σ
σ

= ∑ k k
k

kH  

)12.114.3(  † † † †ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆee BZgV c c c c G c c c c′ ′ − ↓ ↑ + ↑ − − ↓ − ↓ ↑↑ − ↓
′

= − = −∑ ∑k k k q k q k kk k
kk kq

H  

0gجا  در اين تاكيدي ) 12.114.3(علامت منفي در . شرايفر است- كوپر- باردينموثر تزويج  ثابت <

در عمل احتمالاً  .شود ها منجر مي نهايت به چگالش آنها است كه در  الكترون ي ميان جفت بر جاذبه

حركت و  هاي فاقد اندازه معمولاً فونون. ها است فونونكنش با  خاطر برهمكنش به  ي برهم جاذبه

 ]:15[اند و داريم  هاي اپتيك در اين فرآيند سهيم تر، مانند فونون پرانرژي
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)12.115(  ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ]

2

1 2 2 2

1 2

, ;
M

F
E E

ω

ω
=

⎡ ⎤− −⎣ ⎦

q q
k k q

k k q

=
=

  

)كه در آن  )ω q=  انرژي فونون و( )M q الكترون و وابسته به بردار -كنش فونون مبين شدت برهم

هايي كه داراي انرژي بسيار نزديك هستند  الكترون بديهي است كه براي جفت. است qموج فونون 

( )1 2, ; 0F <k k qهاي كوپر داريم  الكترون براي جفت نيز ، و( ) ( ), ;F F g+ − = ≈ −k k q q 

  :داريم )12.89(در گذاري  جايبا حال  ). چرا؟(

)12.116(  
( )

( )

BCS ; 2 ; ;

2 ; ;

E g

E g
−

↑ − ↓ = ↑ − ↓ − − ↑ − ↓

= ↑ − ↓ − ↑ − ↓

∑

∑
q

k K

k k k k k k q q k

k k k K K

H
  

 داشته باشيم باشد و BCSHي هاميلتوني  يك كت ويژه Σي  براي اين كه كت پايه

BCS 0ξΣ = ΣH ، آوريم بدست ميگردي  سان و فرض هم) 12.101(با توجه به:  

)12.117(

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

0

2
2 2 2

3

0 0

2 2
2

3

0 0

2 2
2

3

0 0

2

2 2 cos sin
2

2 cos sin
2 2

2 cos sin
2 2

D

F

D

F

D

F

k

k

k

k

k

k

a k a k E k F a

V
a k E k g a k q kq q dqd d

V q
a k E k g a k q q dqd d

k

V q
a k E k g a k q a k q dqd d

k

π π

π π

π π

ξ

θ θ θ ϕ
π

θ θ θ ϕ
π

θ θ θ ϕ
π

= + +

= − + −

⎛ ⎞⎟⎜≈ − + − ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

⎡ ⎤⎛ ⎞⎟⎜⎢ ⎥′≈ − + − ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎟⎜⎝ ⎠⎣ ⎦

∑

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

q

q k q

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

3 3 5 5

22
2 3 5

2

D F D F
k kV k k

a k E k g a k a k
k

a k E k a k a k
k

π

π

β
α

⎡ ⎤− −⎢ ⎥′= − +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤′= − +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  

)در آن كه  )2
3 31

12 D FgV k k
π

α += − ∈R  و
( ) ( )2

5 51
5 2 D FgV k k

π
β += − ∈R  عد  بااعداديب

ي  ثابتي است كه معرف طول بردار موج متناظر با انرژي مشخصه Dkچنين،  هم. اند مثبتو انرژي 

2ي  است و با رابطه =Dωهاي شبكه  فونون 21
2m D Dk ω==  ي فوق، معادله ي معادله. شود بيان مي =

)بودن  ي اول است كه در صورت معلوم ديفرانسيلي از مرتبه )E k  با تقسيم اكنون  .باشد ميقابل حل

)طرفين بر  )a k 26تمرين ( گيري داريم و انتگرال(:  
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)12.118(( ) ( ) ( ) ( )2 20 2
exp ,

2
F

k

F F F D

k

a k a k k k KE K dK k k k
ξ α

β β

⎡ ⎤+⎢ ⎥= − − + ≤ ≤⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫  

)اگر فرم تقريبي ساختار نواري انرژي سهموي باشد داريم  ) ( )2 2 21
2m FE k k k≈ حال براي . =−

1Σبرقراري بهنجارش  Σ   :)27تمرين ( خواهيم داشت) 12.107(و با توجه به  =

)12.119.1(  ( ) ( ) ( )[ ]
2 2

0exp ,
2

F
F F D

k k
a k a k E k k k kξ α

β

⎧ ⎫−⎪ ⎪⎪ ⎪= − + − ≤ ≤⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
  

)12.119.2(  ( )

( )[ ]

2

2 2
4

0

2

exp
D

F

F k

F

k

a k
k k

V k E k dk

π

ξ α
β

=
⎧ ⎫−⎪ ⎪⎪ ⎪− + −⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭

∫
  

  تحليل وردشي. 12.7.1

بسيار دشوار  Σي  براي يافتن كت پايه BCSHطور كه ملاحظه شد، تحليل مستقيم هاميلتوني  همان

 بدان اشاره رفت سود جست 7.1مند وردشي كه در بخش  بوده و در عمل بهتر است از روش قدرت

ذره  جفتفرميوني گرهاي  را با كمك تعريف عمل Σبدين منظور ابتدا نمايش متفاوتي از كت . ]3[

  :آوريم بدست مي

)12.120.1(  † † †ˆ ˆ ˆ , Fb c c k k− ↓ ↑= >k k k  

)12.120.2(  ˆ ˆ ˆ , Fb c c k k↑ − ↓= <k k k  

†بديهي است كه  †ˆ ˆ 0b b =k k  وˆ ˆ 0b b =k k )در نتيجه كت پس ). چرا؟Σ  به فرم يك حالت همدوس

  :قابل نمايش است) فصل يازدهم 20تمرين (فرميوني 

)12.121.1(  
( ) ( )

( ) ( ) ( )

†

†

ˆexp 0

ˆ 0

b

b

β α

β β α

⎡ ⎤Σ = ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦

∏

∏

k
k

k
k

k k

k k k
  

)12.121.2(  ( )
( )2

1
1

β
α

=
+

k
k

  

1Σبراي برقراري بهنجارش ) 12.121.2(شرط  Σ  حقيقي ابعوت). 29تمرين (ضروري است  =

( )β k  و( ) ( ) ( )γ β α=k k k يابيم كه انرژي حالت  را بعداً چنان ميΣ بديهي است  .كمينه شود
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) كه داريم ) ( )2 2 1β γ+ =k k. گر ذرات  گر شمارش حال با تعريف عمل†ˆ ˆ ˆ 0n c c↑ ↑ ↑= =k k k  با

  :آيد بدست مي kاسپين بالا و عدد موج 

)12.122(  
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( )

†

† †

2 † † †

2 † † †

2 †

2

ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆˆ ˆ0 exp exp 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0 0

ˆ ˆ0 0

n n

c c

b c c b

c c c c c c

c c c c c c

c c

β α β α

γ

γ

γ

γ

↑ ↑

↑ ↑

′′ ′↑ ↑
′′ ′

↑ − ↓ ↑ ↑ − ↓ ↑

↑ ↑ − ↓ − ↓ ↑ ↑

− ↓ − ↓

= Σ Σ

= Σ Σ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤′′ ′′ ′ ′= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

=

=

=

=

∏ ∏

k k

k k

k kk k
k k

k k k k k k

k k k k k k

k k

k k k k

k

k

k

k

  

ˆ†گر ذرات  گر شمارش و به همين ترتيب با تعريف عمل ˆ ˆ 0n c c↓ ↓ ↓= =k k k  با اسپين پايين و عدد موج

k  داريم( )2n γ↓ =k k . پس تعداد كل ذرات عبارتست از( ) ( )22N n n γ↑ ↓= + =∑ ∑k k
k k

k   يا

( ) ( )2 2 1N γ β⎡ ⎤= − +⎣ ⎦∑
k

k k .به همين ترتيب براي انرژي جنبشي خواهيم داشت:  

)12.123(

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

† †

,

2 † †

2 † † † †

2

ˆ ˆˆ ˆ0 exp exp 0

ˆ ˆˆ ˆ0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0 0

2

e eE

b E c c b

E b c c b

E c c c c c c c c

E

σ σ
σ

σ σ
σ

β α β α

γ

γ

γ

′′ ′
′′ ′

↑ − ↓ ↑ ↑ ↓ ↓ − ↓ ↑

= Σ Σ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤′′ ′′ ′ ′= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

=

= +

=

∑∏ ∏

∑ ∑

∑

∑

k kk k
k kk

k k k k
k

k k k k k k k k
k

k

k k k k k

k k

k k

k k

H

  

  :ذرات عبارتست از انرژي جفت

)12.124(
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

† †

† †

ˆ ˆ ˆ ˆ0 exp exp 0

ˆ ˆ ˆ ˆ0 0

ee eeE

G b b b b

G b b b b

G

β α β α

γ γ β β

γ γ β β

′′′ ′ ′′
′′ ′′′

′ ′
′

′

= Σ Σ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤′′′ ′′′ ′′ ′′= − ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

′ ′= −

′ ′= −

∑∏ ∏

∑

∑

kk k k
k kkk

k kk k
kk

kk

k k k k

k k k k

k k k k

H

  

  :عبارتست از) BCSH )12.114پس انرژي كل هاميلتوني 
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)12.125(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1E E Gγ β γ γ β β
′

⎡ ⎤ ′ ′= − + −⎣ ⎦∑ ∑
k kk

k k k k k k k  

)گيري نسبت به  مشتقبراي  )γ K  و( )β K ي  بايد معادله( ) ( )2 2 1β γ+ =k k  را به شرط

)تحميلي با كمك ضريب لاگرانژي مانند  )λ K پس تابعك مسئله كه بايد كمينه . وارد مسئله كرد

  :شود خواهد شد

)12.126(  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

2 2

1

1

E E Gγ β γ γ β β

λ γ β
′

⎡ ⎤ ′ ′= − + −⎣ ⎦

⎡ ⎤+ − −⎣ ⎦

∑ ∑

∑
k kk

k

k k k k k k k

k k k
  

  :با اخذ مشتق اكنون داريم

)12.127.1(  
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 0
E

E γ β λ γ
γ
∂

= −Δ − =
∂

K K K K K
K

  

)12.127.2(  
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 0
E

E β γ λ β
β
∂

= − −Δ − =
∂

K K K K K
K

  

  :ايم كه در آن تعريف كرده

)12.128(  ( ) ( )
BZ

g
V

γ βΔ = ∑
k

k k  

  :توان به فرم ماتريسي زير نوشت را مي) 12.126(دستگاه 

)12.129(  
( )

( )

( )

( )
( )

( )

( )

1
2

1
2

E

E

γ γ
λ

β β

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− Δ
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− Δ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

k k k
k

k k k
  

  :يا

)12.130.1(  
( )

( )

( )

( )
( )

( )

( )

1

1

δ γ γ
η

δ β β

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤−
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

k k k
k

k k k
  

)12.130.2(  ( )
( )
( )E

λ
η =

k
k

k
  

)12.130.3(  ( )
( )2E

δ
Δ

=k
k
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)دهد ضريب لاگرانژ  مينشان  )12.129(ي  رابطه )λ k ماتريس ضرايب سمت چپ آني  مقدارويژه 

توان دستگاه فوق را حل كرد و  به سادگي مي. باشد مي ذرات است، و در حقيقت مبين انرژي جفت

  :خواهيم داشت

)12.131.1(  ( ) ( )2 21
4Eλ+ = + + Δk k  

)12.131.2(  ( ) ( )2 21
4Eλ− = − + Δk k  

اند، كه در آن  ها قابل مقايسه ها و پوزيترون  براي الكترون) 10.69(با روابط ) 12.131(هاي  انرژي

1پارامتر 
2Δ توان به سادگي دريافت كه در  ميپس . به جاي انرژي جرم در حال سكون نشسته است

gEواقع  = Δ ها را از هم جدا كرده  حفره ها و جفت الكترون كند جفت به يك گاف انرژي اشاره مي

  :چنين بردارهاي ويژه عبارتند از هم. است

)12.132.1(  
( )

( ) ( )

( )

( )

( )

1
2

1
4

1
2

2

2

2

1 1
1

2 1
1 1

δ
γ

δ
β δ

δ

+

+

⎡ ⎤⎡ ⎤+ +⎢ ⎥⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤⎢ ⎥ + ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎡ ⎤⎢ ⎥+ +⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

k
k

k
k k

k

  

)12.132.2(  
( )

( ) ( )

( )

( )

( )

1
2

1
4

1
2

2

2

2

1 1
1

2 1
1 1

δ
γ

δ
β δ

δ

−

−

⎡ ⎤⎡ ⎤+ −⎢ ⎥⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤⎢ ⎥ + ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎡ ⎤⎢ ⎥+ −⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

k
k

k
k k

k

  

  گافي  معادله. 12.7.1.1

  :نوشتتوان بلافاصله  مي) 12.132(با كمك روابط 

)12.133(  ( ) ( )
( )

( ) ( )
1
2 2 22 1

422 1 E

δ
γ β

δ
± ± Δ

= =
⎡ ⎤ + Δ+⎣ ⎦

k
k k

kk
∓ ∓  

  :آيد ي گاف، يا خودسازگاري بدست مي اي مشهور به معادله ، معادله)12.128(گذاري در  با جاي

)12.134(  
( )2 21

4

1
1
2
G

E
=

+ Δ
∑
k k

  

  :داريم) 12.107(اكنون با كمك 
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)12.135(  
( )

3

2 21
4

1
1
2
g

d k
E

=
+ Δ∫∫∫ k

  

)از تعريف چگالي حالات انرژي  )D E داريم:  

)12.136(  ( )3d k D E dE=  

  :دهد نتيجه مي) 12.135(گذاري در  جاياكنون 

)12.137(  ( )
2 21

40

1
2

D D Eg
dE

E

ω

=
+ Δ∫

=

  

]گيري  ي انتگرال اگر بازه ]0, Dω= توان با فرض  كوچك باشد مي( ) ( ) 00FD E D D=   :نوشت =

)12.138(  10 0

2 21
40

2
1 sinh

2 2

D

DgD dE gD

E

ω
ω− ⎛ ⎞⎟⎜≈ = ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠Δ+ Δ∫

= =  

  :آيد بدست مي Δكه از حل آن گاف انرژي 

)12.139(  

0

2

2
sinh

D

gD

ω
Δ =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

=  

0كنش ضعيف با  ي بالا را در حد برهم رابطه 1gD   :توان نوشت كوچك مي �

)12.140.1(  
( )0
4 1

4 exp
exp 2

D
D

gD

ω
ω

θ
⎛ ⎞⎟⎜Δ ≈ = − ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

= =  

)12.140.2(  1
2 0gDθ =  

  .شود فونون ناميده مي-ثابت بدون بعد تزويج الكترون θكه در آن 
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  :تمرين

گر  است، عمل ω=گر هماهنگ ساده كه داراي يك نوع بوزون با انرژي  دانيم براي نوسان مي - 1

اي هم  براي سيستم چندذرهآيا . شوند جابجا مي) 5.48(طبق  Hبا هاميلتوني  n̂شمارش 

شود؟ آيا نتيجه  جابجا مي) 12.31(با هاميلتوني ) 12.13.2(گر ذرات  گر شمارش عملهنوز 

  ها يكي است؟ ها و فرميون براي بوزون

. حركت بنا كنيد هاي ميدان در تصوير اندازهگر بندي كوانتش دوم را بر مبناي عمل صورت - 2

)گرهاي ميدان  راهي مستقيم را نشان دهيد كه از عمل )ψ̂ r  و( )†ψ̂ r  ،در تصوير مكان

)گرهاي ميدان  بتوان به عمل )ψ̂ p  و( )†ψ̂ p ها و  جبر بوزون. حركت رسيد در تصوير اندازه

 آيد؟ به چه شكل در مي) 12.26(الي ) 12.23(ها در قياس با  فرميون

به فرم كوانتش دوم ) 12.22(را با كمك ) N )12.13.2گر شمارش تعداد كل ذرات  عمل - 3

 چگونه است؟ Nمبسوط فرم . بيان كنيد

گرها را در  شود كه كوانتش دوم امكان كار مستقيم با عمل مشخص مي) 12.22(ي  در رابطه - 4

وارون  يتبديلحال . آورد، بدون آن كه از فضاي براكت خارج شويم فضاي توابع فراهم مي



 

 

كوانتش دوم 308

Kگر دلخواه  كه با داشتن عمل بيدياب) 12.21(با كمك تعريف اصلي آن در ) 12.22(براي 
 

 .را در فضاي توابع بازپس دهد Kگر  در فضاي براكت، عمل

 .را تاييد كنيد) 12.46(و ) 12.44(صحت روابط  - 5

)اي  ذره كنش سه اگر از هاميلتوني برهم - 6 )3 , ,i j kH R R R  نظر نكنيم،  صرف) 12.43(در

 كند؟ چه تغييري مي) 12.49(گاه  آن

 .را بدست آوريد) 12.50(، بيان هاميلتوني در كوانتش دوم )12.49(و ) 12.27(با استفاده از  - 7

)اي  ذره كنش سه را اصلاح نماييد، اگر از هاميلتوني برهم) 12.50(ي  رابطه - 8 )3 , ,i j kH R R R 

 .نظر نكنيم صرف) 12.43(در 

 :در تصوير هايزنبرگ Aگر دلخواهي مثل  نشان دهيد براي عمل) 7.76(با كمك  - 9

  ( ) ( ) exp expI j j
t t t

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜= + −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
A H A H

= =
 

  :خواهيم داشت

  ( ) ( ) ( ) ( ),I Id j
t t

dt
⎡ ⎤= + ⎢ ⎥⎣ ⎦A H A
=

 

 .بدست آوريد 9را با كمك تمرين ) 12.57(ي  رابطه -10

)، پتانسيل خارجي )12.61.1(لانداو -ي گينزبورگ فرض كنيد در معادله -11 )U r صفر باشد .

0gاگر  )و  > )lim , 0r t→∞ Ψ =r، عد مكاني، معادلهي غير خطي  نشان دهيد در يك ب

است و بنابراين داراي ) 5.18(تلر -ي پتانسيل پوشل لانداو منطبق بر مسئله-گينزبورگ

 :خواهد بود) 5.19(هايي از نوع  جواب

  ( ) ( ) ( ), exp sechx t a j t xω βΨ = −  

 چگونه است؟لانداو -گينزبورگي  بعد حل مسئله در سه. را بيابيد βو  aضرايب مجهول 

-ي گينزبورگ معادله. نظر نكنيم صرف) 12.50(اي در  ذره كنش سه برهمفرض كنيد كه از  -12

از تقريب موضعي ) 12.51(اي مانند  ذره كنش سه چه برهم لانداو را بدست آوريد، چنان

 :پيروي كند، يعني
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  ( ) ( ) ( )3 1 2 3 1 2 2 3, , hδ δ≈ − −H R R R R R R R 

)ابر حرارتي گر  ي خطي حاكم بر عمل معادله در اين حالت )ˆ ,tδ r چگونه خواهد بود؟ 

 :نشان دهيد) 12.65(گرهاي  و عمل) 12.73(در  σkبا كمك تعريف كت  -13

  ( )†ˆ 0 , 0c Eσσ = >kk k   

  ( )ˆ 0 , 0c Eσσ = <kk k 

انرژي براي ) 12.72.1(ي  نشان دهيد رابطه) 12.72.2(در  0با كمك تعريف كت صفر  -14

 :نشان دهيد) 12.71(بايست با مراجعه به  براي اين منظور مي .حالت صفر صحيح است

  ( )1 00 0 , FE E k k
σ

= = <∑
k

kH   

  0 0 0 0 0 0 0 0 0ee eh he hh= = = =H H H H 

ي اخير آن است كه اصولاً در حالت صفر هيچ الكتروني با انرژي  دليل صفر شدن سه جمله

با كمك تعريف . كنش داشته باشند رد كه برهماي با انرژي منفي وجود ندا مثبت يا حفره

 .توانيد صحت روابط فوق را تاييد كنيد به سهولت مي) 12.65(ي  ذره گرهاي شبه عمل

 :نشان دهيد داريم) 12.70(و هاميلتوني ) 12.73(در  σkبا كمك تعريف كت  -15

  ( ) , FE k kσ σ= >k k kH  

  ( ) , FE k kσ σ= <k k kH 

ي هاميلتوني كل با مقدار  در حقيقت كت ويژه σkالكتروني  پس در هر صورت كت تك

)ي  ويژه )E k تواند منفي يا مثبت باشد كه مي. 

 .به تفصيل نشان دهيد) 12.84(را مانند ) 12.86(درستي  -16

 توانند صحيح باشند؟ چرا؟ روابط زير ميكدام از  آيا هيچ -17

  0 , Fk k
σ

σ= <∑
k

k  

  0 , Fk k
σ

σ= <∏
k

k 

)توان با انتخاب تابع مناسبي براي  آيا مي )a kيك تركيب خطي مانند زير يافت ،:  
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  ( )0 , Fa k k
σ

σ= <∑
k

k k 

 :زير باشد برخورد دوذره به فرمدر  احتمال پراكنشاگر ) 12.89(نشان دهيد در  -18

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1

1 2 1 2 1 2, ; , ,
q

F f q fδ δ= =k k q k k q k k  

1الكتروني  گاه كت جفت آن 1 2 2;σ σk kي  ، كت ويژهH چيست؟ اينمفهوم . خواهد بود 

 .را بررسي نماييد) 12.91(و ) 12.90(درستي روابط  -19

1براي حالات دوفرميوني نشان دهيد ) 12.4(با كمك  -20 1 2 2 2 2 1 1; ;σ σ σ σ=−k k k k. 

 :و ساده كنيد حفره بيابيد حفره و جفت- هاي الكترون حاصل عبارات زير را براي كت -21

  1 1 2 2 1 2; ,eh Fk k kσ σ > >k kH  

  1 1 2 2 1 2 1 1 2 2; , , ,hh Fk k kσ σ σ σ< ≠k k k kH 

هاي كروي  هماهنگبراي ) 12.103(ي تماميت  را به كمك رابطه) 12.104(صحت  -22

 .بيازماييد

 است؟ BCSHي هاميلتوني  يك كت ويژه 0آيا كت صفر  -23

 :گرهاي فنا و بقاي زير را تعريف كنيم اگر عمل -24

  ( ) ( ) †ˆ ˆ ˆb u c v cσ σ σσ − −= −k k kk k  

  ( ) ( )† * † *ˆ ˆ ˆb u c v cσ σ σσ − −= −k k kk k  

1σكه در جملات دوم سمت راست آن  = )است، توابع  ± )u k  و( )v k  را طوري تعيين

}كنيد كه هنوز جبر فرميوني  }†ˆ ˆ,b bσ σ σσδ δ′ ′ ′ ′=k k kk ،{ }† †ˆ ˆ, 0b bσ σ′ ′ =k k و ،

{ }ˆ ˆ, 0b bσ σ′ ′ =k k حال با كمك  .روابط فوق به تبديلات بوگوليوبوف مشهورند. برقرار باشد

  .را بازنويسي كنيد BCSHگر جديد هاميلتوني  اين دو عمل

)نشان دهيد اگر  -25 ) ( ), ;F gδ+ − = −k k q qالكتروني  گاه كت جفت ، آن;↑ − ↓k k  يك

 ي انرژي آن چيست؟ مقدار ويژه. است BCSHي هاميلتوني  كت ويژه

 .بيازماييد) 12.117(گيري از  را با انتگرال) 12.118(درستي  -26
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)را براي نوار انرژي سهموي ) 12.119(صحت  -27 ) ( )2 2 21
2m FE k k k≈  .تاييد كنيد =−

)توان از بسط توابع  مي) 12.108(ي  براي حل معادله -28 )a k گر  ي نوسان روي توابع پايه

 :خواهيم داشت) 5.82(و تعامد ) 5.81(با انجام اين كار با توجه به . هماهنگ استفاده كرد

    ( ) n
n

a k a k n= ∑  

    ( ) ( )2 21
2exp

2 ! nnk n k H k
n
α

α α
π

= −    

    ( ) ( ) ( )2 21
2exp

2 !n nna k H k a k dk
n
α

α α
π

+∞

−∞

= −∫  

αكه در آن  +∈R براي . يك ثابت اختياري است( )E k و ،( ),k qΦ هاي نيز بسط 

)توان اتخاذ نمود، با اين تفاوت كه  مشابهي را مي ),k qΦ حال . گانه است نيازمند بسط دو

)و  0ξيك دستگاه ماتريسي مقدارويژه بنا كنيد كه با حل آن بتوان  )a k  را به عنوان

  .بردارويژه و مقدارويژه يافت

1Σبهنجارش ) 12.121.2(شرط نشان دهيد  -29 Σ  .كند را تامين مي =

توان  چقدر است؟ آيا مي) 12.125(ر دوردشي روش با كمك  Σانرژي حالت ابررسانا  -30

 راجع به علامت مقدار بدست آمده اظهار نظر كرد؟

 :ها نشان دهيد ضمن در نظر گرفتن حفره) 12.121(در تعميم  -31

  ( ) ( ) ( ) ( )†ˆ ˆexp exp 0
F Fk k k k

b bβ α β α ′
′> <

⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′Σ = ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∏ ∏k kk k k k 
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  نامه واژه

   فارسي به انگليسي
  

Airy يريا 

Probablity Cloud 
 ابر احتمال

Thermal Could 
 ابر حرارتي

Supersolid ابرجامد 

Superconductor 
 ابررسانا

Superfluid 
 ابرشاره

Optics اپتيك 

Atom Optics 
 اپتيك اتم

Identity 
 اتحاد

Baker-Campbell-Hausdorff Formula هاسدورف- كمپبل-اتحاد بيكر 

Loss 
 اتلاف

Intersection 
 اجتماع

Probablity احتمال 
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Perturbation اختلال 

Orbital 
 اربيتال

Ehrenfest 
 ارنفست

Spin اسپين 

Spinor 
 اسپينور

Spinon 
 اسپينون

Stark استارك 

Cylindrical 
 اي استوانه

Snell 
 اسنل

Associative Property پذيري اشتراك 

Principle 
 اصل موضوعه

Zero-point Fluctuations 
 ي صفر اغتشاشات نقطه

Exciton اكسيتون 

Quantum Electrodynamics 
 الكتروديناميك كوانتومي

Electrostatics 
 الكتروستاتيك

Electromagnetics 
 الكترومغناطيس

Electron 
 الكترون

Standard Deviation 
 انحراف معيار

Momentum 
 حركت اندازه

Angular Momentum اي حركت زاويه اندازه 

Measurement 
 گيري اندازه

Energy 
 انرژي
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Fermi Energy انرژي فرمي 

Zero-point Energy 
 ي صفر انرژي نقطه

Steady 
 ايستا

Gallium-Aluminum Arsenide گاليوم-آرسنيد آلومينيوم 

Gallium Arsenide 
 آرسنيد گاليوم

Free 
 آزاد

Dimension عدب 

Electric Charge 
 بار الكتريكي

Reflection 
 بازتاب

Recombination بازتركيب 

Superscript 
 بالانويس

Bra 
 برا

Bracket براكت 

Excited 
 برانگيخته

Collision 
 برخورد

Four-vector 
 بردار چهارگانه

Lattice Vector 
 بردار شبكه

Wavevector 
 بردار موج

Reciprocal Vector 
 بردار وارون

Eigenvector بردار ويژه 

Interaction 
 كنش برهم

Electron-Electron Interaction 
 الكترون- كنش الكترون برهم
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Electron-Hole Interaction حفره- كنش الكترون برهم 

Hole-Hole Interaction 
 حفره-كنش حفره برهم

Phonon-Electron Interaction 
 الكترون-كنش فونون برهم

Frequency بسامد 

Angular Frequency 
 اي بسامد زاويه

Wavepacket 
 ي موج بسته

Taylor Expansion بسط تيلور 

Bessel  
 بسل

Electronic Crystal 
 الكترونيبلور 

Photonic Crystal بلور فوتوني 

Phononic Crystal 
 بلور فونوني

Normalization 
 بهنجارش

Boson بوزون 

Boltzmann 
 بولتزمان

Lossless 
 اتلاف بي

Adiabatic 
 دررو بي

Anti-electron 
 پادالكترون

Anti-commutator 
 پادجابجاگر

Anti-particle 
 پادذره

Counter Clockwise گرد پادساعت 

Anharmonic 
 پادهماهنگ

Parseval 
 پارسوال
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Parity پاريته 

Steady State Response 
 پاسخ دائمي

Dispersion 
 پاشندگي

Pauli پاولي 

Conservation 
 پايستاري

Potential 
 پتانسيل

Separable Potential پتانسيل جداپذير 

Phenomenological 
 پديدارشناختي

Tunneling Effect 
 دالاني  پديده

Susceptibility پذيرفتاري 

Umklapp Scattering 
 پراكنش اومكلاپ

Proton 
 پروتون

Backward Propagating رو پس 

Polaron 
 پلارون

Polariton 
 پلاريتون

Plasmon 
 پلاسمون

Poisson 
 پواسون

Positron 
 پوزيترون

Pöschl-Teller 
 تلر- پوشل

Forward Propagating رو پيش 

Gauge 
 پيمانه

Continuous 
 پيوسته
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Step Function تابع پله 

Hypergeometric Function 
 تابع فوق هندسي

Wavefunction 
 تابع موج

Bloch-Floquet Wavefunction فلوكه-تابع موج بلوخ 

Functional 
 تابعك 

Tensor 
 تانسور

Transformation تبديل 

Bogoliubov Transformation 
 تبديل بوگوليوبوف

Fourier Transformation 
 تبديل فوريه

Kramers-Krönig Transformation كرونيگ-تبديلات كرامرز 

Degeneracy 
 تبهگني

Beat 
 تپ

Time Evolution تحول زماني 

Transpose 
 ترانهاده

Linear Combination 
 تركيب خطي

Thermodynamics 
 ترموديناميك

Coupled-Mode 
 تزويج مود

Equilibrium 
 تعادل

Orthogonality 
 تعامد

Symmetry تقارن 

Mirror Symmetry 
 اي تقارن آينه

Axial Symmetry 
 تقارن محوري
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Centro-symmetry تقارن مركزي 

Bogoliubov-de Gennes Approximation 
 دجنس-تقريب بوگوليوبوف

Local Approximation 
 موضعيتقريب 

Single-particle اي ذره تك 

Completeness 
 تماميت

Periodicity 
 تناوب

Finite Periodicity تناوب محدود 

Stress 
 تنش

Tight Binding 
 بست تنگ

Null تهي 

Distribution 
 توزيع

Bose-Einstein Distribution 
 اينشتين- توزيع بوز

Fermi-Dirac Distribution  ديراك- فرميتوزيع 

Resonant Tunneling 
 تشديدي دالان

Taylor 
 تيلور

Interaction Constant 
 كنش ثابت برهم

Coupling Constant 
 ثابت تزويج

Electron-Phonon Coupling Constant 
  فونون-ثابت تزويج الكترون

Effective BCS Coupling Constant 
 شرايفر-كوپر-ثابت تزويج موثر باردين

Fine-structure Constant  نازكثابت ساختار 

Commutator 
 جابجاگر

Commutation 
 جابجايي
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Confinement گزيدگي جاي 

Algebra 
 جبر

Separation of Variables 
 جداسازي متغير

Rest Mass جرم در حال سكون 

Effective Mass 
 جرم موثر

Particle-pair 
 ذره جفت

Kinetic جنبشي 

Jump 
 جهش

Inertial Frame 
 چارچوب لخت

Reference Frame چارچوب مرجع 

Quantum Well 
 چاه كوانتومي

Expectation 
 داشتي چشم

Bose-Einstein Condensation اينشتين-چگالش بوز 

Density 
 چگالي

Bose-Einstein Condensate 
 اينشتين-ي بوز چگاليده

Polynomial 
 اي چندجمله

Associated Laguerre’s Polynomial 
 يافته اي لاگر تعميم چندجمله

Associated Legendre’s Polynomial 
 يافته اي لژاندر تعميم چندجمله

Many-particle 
 اي ذره چند

Sinusoidal Steady State حالت پاياي سينوسي 

Ground State 
 حالت پايه

Particle-pair State 
 حالت دوذره
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Zero State  صفرحالت 

Thermal State 
 حالت گرمايي

Bound State 
 حالت مقيد

Nonlinear Coherent State حالت همدوس غيرخطي  

Zitterbewegung 
  حركت سريع

Hole 
 حفره

Linear خطي 

Vacuum 
 خلاء

Dagger 
 خنجر

Self-adjoint خودالحاق 

Self-assembled 
 خودچينش

d'Alambertian 
 دالامبرين

Determinant دترمينان 

Coordinate System 
 دستگاه مختصات

Cartesian 
 دكارتي

Critical Temperature 
 دماي بحراني

Series 
 دنباله

Dipole 
 دوقطبي

Dual 
 دوگان

Dielectric الكتريك دي 

Dirac 
 ديراك

Dynamics 
 ديناميك
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Particle ذره 

Trace 
 رد

Perfect Conductor 
 رساناي كامل

Variational Method روش وردشي 

Rydberg 
 ريدبرگ

Time 
 زمان

Relaxation Time زمان واهلش 

Even 
 زوج

Particle-Antiparticle Pair 
 پادذره- زوج ذره

Cooper Pair زوج كوپر 

Subscript 
 زيرنويس

Zeeman 
 زيمان

Heterogeneous ساختار نامتجانس 

Band Structure 
 ساختار نواري

Velocity 
 سرعت

Angular Velocity 
 اي سرعت زاويه

Phase Velocity 
 سرعت فاز

Group Velocity 
 سرعت گروه

Fermi Surface 
 سطح فرمي

Azimuthal سمتي 

Parabolic 
 سهموي

Flux 
 شار
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Flux Flow شارش 

Fluid 
 شاره

Cubic Lattice 
 ي مكعبي شبكه

Pseudo-tensor شبه تانسور 

Pseudo-particle 
 ذره شبه

Acceleration 
 شتاب

Electric Current Density شدت جريان الكتريكي 

Initial Condition 
 شرط اوليه

Lappo-Danilevskii Criterion 
 دانيلفسكي- شرط لاپو

Boundary Condition شرط مرزي 

Schrödinger 
 شرودينگر

Refraction 
 شكست

Countable پذير شمارش 

Explicit 
 صريح

Absolute Zero 
 صفر مطلق

Outer Product 
 ضرب خارجي

Inner Product 
 ضرب داخلي

Index of Refraction 
 ضريب شكست

Implicit 
 ضمني

Pauli's Exclusion طرد پاولي 

S-wave Scattering Length 
 طول پراكنش موج كروي

de Broglie's Wavelength 
 طول موج دوبروي
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Coherence Length طول همدوسي 

Spectrum 
 طيف

Wavenumber 
 عدد موج

Fermi Wavenumber عدد موج فرمي 

Uncertainty 
 عدم قطعيت

Operator 
 گر عمل

Discrete Translation Operator گر انتقال گسسته عمل 

Creator 
 گر بقا عمل

Rotation Operator 
 گر چرخش عمل

Density Operator گر چگالي عمل 

Pseudo-particle Operator 
 ذره گر شبه عمل

Number Operator 
 گر شمارش عمل

Annihilator گر فنا عمل 

Field Operator 
 گر ميدان عمل

Non-magnetic 
 غيرمغناطيسي

Fermi 
 فرمي

Condon-Shortley Phase 
 شورتلي-فاز كاندون

Phasor 
 فازور

Interaction Distance 
 كنش ي برهم فاصله

Odd فرد 

Fermion 
 فرميون

Collapse 
 فروپاشي
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Pressure فشار 

Spacetime 
 فضازمان

Function Space 
 فضاي توابع

Hilbert Space فضاي هيلبرت 

Photon 
 فوتون

Gamma Photon 
 فوتون گاما

Phonon فونون 

Optical Phonon 
 اپتيك  فونون

Golden Rule 
 قانون طلايي

Green's Theorem ي گرين قضيه 

Equipartition Theorem 
 ي مناصفه قضيه

Polarization 
 قطبش

Polar قطبي 

Polarization 
 قطبيدگي

Potential Box 
 قوطي پتانسيل

Complete 
 كامل

Cavity 
 كاواك

Ket 
 كت

Single-electron Ket 
 الكترون كت تك

Single-hole Ket حفره كت تك 

Electron-pair Ket 
 الكترون كت جفت

Strain 
 كرنش
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Spherical كروي 

Elasticity 
 ساني كش

Absolute Minimum 
 ي مطلق كمينه

Quantization كوانتش 

Second Quantization 
 كوانتش دوم

Wilson-Bohr-Sommerfeld (WBS) Quantization
 زومرفلد-بوهر- كوانتش ويلسون

Columbic كولمبي 

Direct Energy Gap 
 گاف انرژي مستقيم

Galileo 
 گاليله

Transition گذار 

Permittivity 
 گذردهي الكتريكي

Permeability 
 گذردهي مغناطيسي

Gradient گراديان 

Four-gradient 
 گراديان چهارگانه

Graphene 
 گرافين

Graviton 
 گراويتون

Specific Heat 
 گرماي ويژه

Charge-Spin Separation 
 اسپين- گسست بار

Discrete 
 گسسته

Transmission گسيل 

Glauber 
 گلابر

Gluon 
 گلوئون
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Gauss گوس 

Laguerre 
 لاگر

Rotational Inertia 
 لختي دوراني

Legendre لژاندر 

Lorentz 
 لورنتز

Laser 
 ليزر

Transfer Matrix ماتريس انتقال 

Differential Transfer Matrix 
 ماتريس انتقال تفاضلي

Macroscopic 
 ماكروسكوپي

Maxwell ماكسول 

Gram-Schmidt Orthogonalization 
 اشميت- متعامدسازي گرام

Independent Variable 
 متغير مستقل

Symmetrization سازي متقارن 

Parallelogram 
 السطوح متوازي

Trigonometry 
 مثلثات

Complex 
 مختلط

Ordering 
 سازي مرتب

Mesoscopic 
 مزوسكوپي

Observation 
 مشاهده

Evolution Equation ي تحول معادله 

Self-consistency Equation 
  ي خودسازگاري معادله

Differential Equation 
 ي ديفرانسيل معادله
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Klein-Gordon Equation گوردون- ي كلاين معادله 

Gap Equation 
  ي گاف معادله

Ginzburg-Landau Equation 
 لانداو- ي گينزبورگ معادله

Characteristic Equation ي مشخصه معادله 

Eigenvalue 
 مقدار ويژه

Conic Cross Section 
 مقطع مخروطي

Position مكان 

Quantum Mechanics 
 مكانيك  كوانتومي

Continuum Mechanics 
 مكانيك پيوستار

Matrix Mechanics مكانيك ماتريسي 

Wave Mechanics 
 مكانيك موجي

Magnon 
 مگنون

Radial Moment ممان شعاعي 

Magnetic Moment 
 ممان مغناطيسي

Wave 
 موج

Component 
 مولفه

Average 
 گين ميان

Field 
 ميدان

Spinor Field 
 ميدان اسپينوري

Decaying ميرا 

Condensation 
 ميعان

Norm 
 نُرم
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Brillouin Zone ي بريلويين ناحيه 

Inertial Observer 
 ناظر لخت

Cauchy-Schwarz Inequality 
 شوارز- نامساوي كوشي

Nanostructure نانوساختار 

Anisotropic 
 گرد سان ناهم

Scalar 
 اي نرده

Nearest Neighbor ترين همسايه نزديك 

Gyromagnetic Ratio 
 نسبت ژيرومغناطيس

Relativistic 
 نسبيتي

Return Point ي بازگشت نقطه 

Dirac Point 
 ي ديراك نقطه

Quantum Dot 
 ي كوانتومي نقطه

Mapping نگاشت 

Levi-Civitia Symbol 
 چيويتا-نماد لوي

Symbolic 
 نمادين

Valence Band 
 نوار ظرفيت

Conduction Band 
 نوار هدايت

Neutron 
 نوترون

Harmonic Oscillator 
 گر هماهنگ نوسان

Gravitation نيروي گرانش 

Weak Nuclear Force 
 اي ضعيف نيروي هسته

Strong Nuclear Force 
 اي قوي نيروي هسته
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Newton نيوتن 

Hamiltonian 
 هاميلتوني

Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS) Hamiltonian
 شرايفر- كوپر-هاميلتوني باردين

Effective Hamiltonian هاميلتوني موثر 

Heisenberg 
 هايزنبرگ

Hyperbola 
 هذلولي

Hermitian هرميتي 

Identity 
 هماني

Spherical Harmonic 
 هماهنگ كروي

Overlap پوشاني هم 

Coherent 
 همدوس

Isotropic 
 گرد سان هم

Holon هولون 

Hydrogen-like 
 مانند هيدروژن

Inverse 
 وارون

Wannier 
 ونير

Combination Property 
 ويژگي ادغام

Unit Cell 
 ي ابتدايي ياخته

Unitary 
 يكاني

 



 



 



  دل گرچه در اين باديه بسيار شتافت

  يك موي ندانست ولي موي شكافت

  اندر دل من هزار خورشيد بتافت

  اي راه نيافت آخر به كمال ذره

  

  الرئيس بوعلي سينا شيخ

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  يك چند به كودكي به استاد شديم

  يك چندي ز استادي خود شاد شديم

  را چه رسيدشنو كه ما سخن  پايان

  آمديم و بر باد شديمدراز خاك 

  

  حكيم عمر خيام نيشابوري



 



 



 



 

 

 

 




