
 آمار: بخش دوم
 

احتمال (مدل مفروض یک ریاضی از دیدیم که تئوری احتمال یک تئوری کاملاً ریاضی بود که بر اساس یک اصول اولیه و استنتاجات 
با واقعیت تطابق داشته باشند یا نه، اند و کاری به اینکه فرض شدهمدلها .  آوردیم، احتمال وقایع دیگری را به دست می)یک سری وقایع

 نتایج مشاهدات واقعی که به وسیلۀ کند کند و کمک میدر مسائل واقعی بحث میآمار در مورد کاربرد تئوری احتمال .  داریمن
این آمار استنتاجی است که البته .  انجام دهیم) که به احتمال نزدیک یک درست هستند(استنتاجاتی بتوانیم ) هایی از جامعهنمونه(

کند بحث میو ارائۀ اطلاعات آماری بندی نحوۀ دستهدیگر آمار، آمار توصیفی است که در مورد شاخۀ .   بودبحث ما در مورد آن خواهد
 ).849 تا 838، صفحات Kreyszigکنید به کتاب رجوع (

 
ت و هدایسیستم مانند .  کاربرد زیادی در مهندسی برق دارنداستنتاجی، تخمین و آزمون فرضیه است که هر دو مبحث عمدۀ آمار 

 ...آشکارسازی هدف در رادار، تعقیب اهداف راداری و کنترل موشک، 
 

 آمار


 
توصیفی

 استنتاجی


تخمین
آزمون فرضیه
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 :8فصل 
 سازی کامپیوتریتولید اعداد تصادفی و شبیه

 

 تعریف دنبالۀ اعداد تصادفی .1

 تولید دنبالۀ اعداد تصادفی با توزیع یکنواخت .2

 لخواهتولید دنبالۀ اعداد تصادفی با توزیع د .3

 کارلوسازی مونتشبیه .4
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 :تعریف دنبالۀ اعداد تصادفی
مختلف را پارامترهای های تصادفی یا رفتار تصادفی است عیناً مشاهده کنیم و اثرات ورودیه جای اینکه سیستم فیزیکی را که دارای ب

 سازی کامپیوتریتوانیم از شبیه، می!)کندو بعد بفهمیم آن طور که مطلوب است کار نمی( یا با تحمل هزینۀ فراوان بسازیم ببینیم
های مختلف مهندسی سازی در سراسر دنیا و در رشتهامروزه شبیه...).  آشکارساز رادار و مانند مراحل گیرندۀ مخابراتی، (استفاده کنیم 

 ... .سازی امواج و  سیار با شبیهمخابراتقراردادن دکلهای مثلاً طرح اتومبیل ابتدا در کامپیوتر، تعیین محل .  کاربرد فراوان دارد
مؤیدی برای یا به عنوان در مسأله دخیل هستند مشکل است یا پارامترهای متعددی خصوصاً در مواردی که محاسبۀ مستقیم 

 .محاسبات
 تصادفی استفاده از اعداد از یک جامعه تصادفیبرداری همچنین برای نمونه.  احتیاج به مولد اعداد تصادفی داریمسازی به منظور شبیه

کاربرد تولید اعداد تصادفی .  شوداستفاده می) کارلوسازی مونتشبیه(برای حل مسائل عددی مشکل از اعداد تصادفی بعضاً .  شودمی
 .دارد) رمزنگاری(در ایمن ساختن مخابرات بسیار مهمی 

 
 :دنبالۀ اعداد تصادفی

1: را دنبالۀ اعداد تصادفی گویند .i.i.dهای متغیرهای تصادفی  ای از نمونهدنباله 2 3 nx ,x ,x , ,x ,… هر دنبالۀ نمونۀ فرآیند  (…
n( )ωx مشروط بر i.i.d. بودن ixها.( 
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توان تولید کرد، امپیوتر میآنچه به وسیلۀ ک.  پذیر استطبیعتاً تولید اعداد تصادفی فقط توسط یک پدیدۀ فیزیکی تصادفی امکان
شوند، ولی  تولید میDeterministicاست، یعنی توسط الگوریتمی به طور  (Pseudo Random)اعداد شبه تصادفی دنبالۀ 

 آزمونهایی وجود دارد که تصادفی بودن دنباله را بررسی.  رسنداعداد تصادفی را دارا هستند و لذا تصادفی به نظر میخواص دنبالۀ 
 .اند کتاب آمده8نند و در فصل کمی
 

تولید دنبالۀ  داده شده را تولید کنیم، ابتدا fxبا توزیع ) گوییم تصادفیاز این به بعد تسامحاً می(برای اینکه دنبالۀ اعداد شبه تصادفی 
 .کنیمبررسی میاعداد تصادفی با توزیع یکنواخت را 
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 :صادفی با توزیع یکنواختتولید دنبالۀ اعداد ت
 یک روش که در عین.  با توزیع یکنواخت روشهای گوناگونی دارد و در این زمینه بسیار کار شده استتولید دنبالۀ اعداد تصادفی 

 .باشد میLehmerآن از نظر تصادفی بودن خیلی مطلوب است، الگوریتم دنبالۀ حاصل از ساده بودن، 
 

a، هرگاه n است در هنگ b (Conquence)  همنهشتaگوییم  :یادآوری b kn−  :نویسیمدر این صورت می.   باشد=

a b n= mod  
 : داریممثلاً

mod
mod

17 1 4
19 3 16

=
=
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 :Lehmerلگوریتم ا
n n 1z az m−= mod  

 :یعنی
n

n 0z a z m= mod  
aعدد .   باشدm عددی دلخواه و کوچکتر از 0z عدد اول بسیار بزرگ بوده و  یکmکنیم میفرض  m<شود  طوری انتخاب می

modnn :که m 1 : a 1 m∀ < − m :در این صورت( ≠ 1a 1 m− = modه ماکزیمم به این ترتیب پریود تکرار دنبال).  واهد بود خ
m)شود می m تا 1و کلیۀ اعداد ( −(1  ).شوندیک و فقط یک بار ظاهر می −1

31mتوان مثلاً می 2 1= 7a و − 2 1=  . را در نظر گرفت−
 

i: اگر بگیریم
i

zu
m

توان فرض یعنی می.  رسد به نظر میu(0,1)ای پیوسته با توزیع یکنواخت دنباله m ،iuتوجه به بزرگی ، با =
u(0,1)u: کزد که ∼. 

 
 .کند دنبالۀ تصادفی یکنواخت برای شما تولید میMATLABافزار نرم
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 :داد تصادفی با توزیع دلخواهدنبالۀ اعتولید 
 روش تبدیل معکوس. 1
 روش رد کردن. 2
 های خاصروش. 3
 

 :)Inverse Transform Method(روش تبدیل معکوس . 1
)F باشد، در این صورت Fتوزیع انباشتۀ دارای  x  متغیر تصادفی و تمرینهای آن دیدیم که اگر4در فصل  )=u x دارای توزیع 
u(0,1)u خواهد بود و به عکس اگر u(0,1)یکنواخت  1F باشد، در این صورت ∽ ( )−=x u دارای تابع توزیع انباشتۀ F خواهد 

 .بود
 : را بسازیم، کافی است بگیریمGشدۀ با تابع توزیع داده  yاز روی آن متغیر تصادفی  باشد و بخواهیم F دارای توزیع xو نیز اگر 

 
P

1G (F( ))−=y x��	�
  

 

 یکنواخت

 Gدارای توزیع انباشتۀ 
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 ):از روی یکنواخت(تولید متغیر تصادفی نمایی  :1 مثال
xF(x) 1 e−λ= −  

 
1F ( )

1F( ) 1 e ln(1 ) ln(1 )

u(0,1) 1 u(0,1)

−

−λ

=

= = − ⇒ −λ = − ⇒ = − −
λ

⇒ −

x

x u

u x x u x u

u u∼ ∼

 

 :پس

i i
1x ln u= −
λ
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 :تولید متغیر تصادفی رایلی :2مثال 

σ σ
σ

2 2

2 2
y y

2 2
2

yf(y) e , F(y) 1 e
− −

= = −  

 

σ σ

2

2 2 22F( ) 1 e 2 ln(1 )
−

= = − ⇒ = − −
y

u y y u  
 :پس

σ 2
i iy 2 ln u= −  

 

i باشد، λ نمایی با پارامتر  دارای توزیعixضمناً اگر  iy x= توزیع رایلی با پارامتر  دارایσ 2 1
2

=
λ

 . خواهد بود
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 :)Rejection Method(د کردن روش ر. 2
 .را تولید کنیم) Gتوزیع انباشتۀ  (g با تابع چگالی iyخواهیم دنبالۀ تصادفی اکنون می

 :قابل تولید است و ) Fتوزیع انباشتۀ  (f با تابع چگالی ixدنبالۀ : فرض
g(x)x : , f(x) 0 g(x) 0
f(x)

∀ ≤ α = ⇒ =  

f(x) در منطقۀ xچون (  .) نیز در آن منطقه ظاهر نخواهد شدyشود،  ظاهر نمی=0
 

i: ابتدا داریم: روش j 1=  ؛=
  1. ix با توزیع ( راf (کنیمتولید می: 

f (x) f(x)=x  
  2. iu  را با توزیع یکنواخت)u(0,1) ( کنیم تولید می)u مستقل از xاست :( 

1 0 u 1
f (u)

0 otherwise
< <

= 


u  

iاگر  .3  
i

i

g(x )u
f(x )

≤
α

j باشد،  iy x=دهیم  قرار می)i i 1= j و + j 1=  ixدر غیر این صورت این ).  ، بازگشت به قدم اول+

i(کنیم را رد می    i 1=  ).، بازگشت به قدم اول+
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 :اثبات
? ?

F (y) G(y) f (y) g(y)= ⇔ =y y؛ 
 :داریم

g(x)
f(x)y

0

g( )P{ y, }
g( ) f( )F (y) P{ y} P{ y| } g( )f( ) P{ }

f( )
f(x) 0 u 1

f (x,u) f (x)f (u)
0 otherwise

g( )P{ y, } f (x,u)dudx
f( )

α

−∞

≤ ≤
α

= ≤ = ≤ ≤ =
α ≤

α

< <
→ = = 



⇒ ≤ ≤ =
α ∫ ∫

y

xu x u

xu

xx u
x xy x u xx u

x

xx u
x ��	�


 

g(x)با توجه به اینکه  1
f(x)

≤
α

 : است

y g(x) G(y)f(x) dx
f(x)−∞

= =
α α∫  

 :لذا
 

f(x)0 برای u 1< <

G(y)
g( ) g( ) G( ) 1P{ } P{ , } F (y) G(y)1f( ) f( )

+∞ α≤ = ≤ +∞ ≤ = = ⇒ = =
α α α α α

y
x xu x u
x x
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1pتوزیع هندسی با پارامتر  jyتعداد تکرار حلقه برای یک بار تولید اعداد تصادفی  = αاست، لذا : 
11q 11p

− α= = α − =
α

)برای یک بار پیروزی(متوسط تعداد شکستها   

⇒α = )برای یک بار پیروزی(متوسط تعداد کل   
 

 :به روش رد کردن و مخلوط کردن) از روی نمایی(تولید دنبالۀ تصادفی نرمال  :مثال
2x

x 21f(x) e : x 0 h(x) e
2

−−= > → =
π

 

 :ولی
f(x) 0 h(x) 0= ⇒ =/  

 :کنیمرا تولید می) نرمال یکطرفه (gپس ابتدا دنباله با توزیع 
2x

22g(x) e : x 0
2

−
= >

π
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2

2 2 2
x
2 x 2x 1 x 2x 1 (x 1)

2 2 2 2
x

2 eg(x) 2 2 2e2 e e e e
f(x) 2e

g(x) 2e 41.32
f(x) 3

−
− − + −

− − −

−
π= = = =

π ππ

⇒ ≤ = α =
π

�

 

 . بار موفقیت3 بار، 4یعنی تقریباً در هر 
 

 ):که چگونگی آن را قبلاً دیدیم(کنیم تولید می نمایی ixپس ابتدا 
exp(1)x ∼  

 ): استxمستقل از  u(کنیم لید میتو یکنواخت iuسپس 
u(0,1)u ∼  

اگر 
2

i(x 1)
2iu e
−

−
j باشد، ≥ iy x=در غیر این صورت .  دهیم قرار میix کنیمرد می را. 
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 :کنیم کهبسازیم، توجه می) استاندارد(نرمال  zدفی که نرمال یکطرفه است، متغیر تصا yحال برای اینکه از روی 
1 1h(z) g(z) g( z)
2 2

= + −  

 
 ): استu و x مستقل از v(کنیم  یکنواخت تولید میivپس 

u(0,1)v ∼  

iاگر 
10 v
2

< i بود، > iz y=ه و اگر  قرار دادi
1 v 1
2
< i بود، > iz y=  .دهیم قرار می−

k: با توجه به اینکه( k
k

f(x) f(x|A )P(A )=∑( 

 
 .تواند دنبالۀ تصادفی نرمال نیز تولید کندمی MATLABافزار نرم
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 :های خاصروش. 3
 .توان تولید کردبه روشهایی خاص میهر یک به خواص ویژۀ با توجه متغیرهای تصادفی مختلف را 

 
 :پس. شودیکنواخت، نرمال میتعداد زیادی متغیر تصادفی با توجه به قضیۀ حد مرکزی، مجموع : تولید دنبالۀ نرمال :1مثال 

1 1 n 2 n 1 2nz u u , z u u ,+= + + = + +" " " 
 :یعنی

n

i (n 1)i j
j 1

z u − +
=

=∑  

 . کافی استn برای 15 تا 10مقدار 
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 :روش دیگری برای تولید دنبالۀ نرمال؛ تولید دو دنبالۀ نرمال استاندارد و مستقل از هم :2مثال 
 :مستقل باشند، داریم y و x اگر متغیرهای تصادفی :یادآوری

2 2

1

Rayleigh(1)N(0,1)
N(0,1) tan u(0,2 )−

 = + ⇔ 
 = π



R x yx
yy
x

∼∼
∼ ∼Φ

 

 
iمستقل باشند، آنگاه های تصادفی یکنواخت و دنباله iv و iuاگر  ir 2 ln u= i2 دارای توزیع رایلی و − vπ  دارای توزیع

0,2)یکنواخت  )π های زیرپس دنباله.  است: 

i i i

i i i

x 2 ln u cos(2 v )

y 2ln u sin(2 v )

= − π

= − π
 

 .نرمال و مستقل هستند
 

 .قابل تولید استمستقیماً  MATLABافزار این هم توسط نرم
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 :تولید دنبالۀ تصادفی ارلانگ :3مثال 
با  نمایی ixپس .   استλ و n دارای توزیع ارلانگ با پارامتر λمتغیر تصادفی نمایی مستقل با پارامتر  تا nدانیم که مجموع می

 :دهیمکنیم و سپس قرار می تولید میλپارامتر 
n

i (n 1)i j
j 1

y x

exp( ) Erlang(n, )

− +
=

=

λ ⇒ λ

∑
x y∼ ∼
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 :)Monte Carlo Simulation(کارلو سازی مونتشبیه
 .کارلو گویندسازی مونتشبیهرا ) با تولید دنبالۀ تصادفی(به دست آوردن یک کمیت غیرتصادفی توسط روش آماری 

 
 :خواهیم انتگرال زیر را حساب کنیمفرض کنید می :1مثال 

1

0
I g(u)du= ∫  

 .)به این محدوده ببریمتوانیم با تغییر متغیر میل در محدودۀ دیگری را بخواهیم اگر انتگرا(
 

u(0,1)u: را در نظر بگیریم که uاگر متغیر تصادفی  )g: و فرض کنیم ∽ )=x uباشد، آنگاه : 

η
1

0
E(g( )) g(u)f(u)du g(u)du I

+∞

−∞
= = = =∫ ∫x u  

 
iتولید کرده و سپس  را iuالۀ تصادفی یکنواخت کارلو، دنبسازی مونتدر شبیه ix g(u به آنگاه با توجه .  کنیم را تولید می=(

η: اینکه
n

i
i 1

1 x
n =
∑x  :، داریم�

 
n

i
i 1

1I g(u )
n =
∑�
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F(y)خواهیم می :2مثال  P{ y}= ≤y) مثلاً.  را تخمین بزنیم) کمیتی غیرتصادفی: 
 

 
 

 .تواند دشوار یا بعضاً بدون جواب بسته باشداصولاً روش تحلیلی می
 

 بنامیم و تعداد yn هستند را y کوچکتر از هایی کهiyاگر تعداد ).   و طی مراحل سیستمixبا تولید (کنیم تولید می را iyدنبالۀ 
 : باشد، داریمnهای تولید شده برابر iyکل 

yn
F(y)

n
�  

x توزیع ؟ نویز گوسی  لگاریتمیکنندۀتقویت یکسوساز تمام موج y


