
1 

 تجزیه اعداد صحیح توسط

  GNFSروش غربال میدان اعداد
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 مشخصات

 سلن 100سشیعتشیي سٍش تشای تجضیِ اعذاد عوَهی تا تیص اص  •

 تش پایِ سٍش دیکسَى عشاحی ضذُ است•

 RSA-200تجضیِ ضذُ  RSAتضسگتشیي عذد •

http://sbisc.sharif.edu/
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 هدف
 

 n=pq هشکة عذد تجضیِ •

 :تغَسیکِ x ٍ y صحیح اعذاد کشدى پیذا QS سٍش ّواًٌذ •
 
 
 
 
 احتوال تِ ایٌصَست دس•

         کٌٌذ هی تعییي سا n عذد تذیْی غیش عَاهل 

 

2 2(mod )x y but x y n 

2

3
gcd( , )x y n
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 هدف

No Yes No Yes 0 pq 

No Yes Yes No q p * 

No Yes Yes Yes q pq * 

Yes No No Yes p q * 

Yes No Yes No pq 0 

Yes No Yes Yes pq q * 

Yes Yes No Yes P pq * 

Yes Yes Yes No pq p * 

Yes Yes Yes Yes pq pq 

|p x y |q x y|p x y gcd( , )n x y gcd( , )n x y|q x y
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 GNFS روش

 GNFSگاهْای سٍش 

 یافتي چٌذجولِ ای  •
 پیذا کشدى پایِ ّای تجضیِ•
 (پیذا کشدى اعذاد ّوَاس)غشتال •
 جثش خغی•
 یافتي اعذاد هشتع کاهل•

 

http://sbisc.sharif.edu/
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 تعاریف

 حلمِ •
 

حلمِ  . تاضذ  dاص دسجِ  fفشض کٌیذ               سیطِ چٌذ جولِ ای 

  :تِ صَست صیش تعشیف هی ضَد

 

 

Z 

C

1 2

1 02
[ ] { : ... ,{ } }d d

d jd
Z x x a a a a Z   

 
     
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 تعاریف

 :حاصلضشب دٍ چٌذجولِ ای دس ًمغِ      •
                              

  

  کِ                                                    عثك الگَسیتن تمسین

 فشض 

 
 



   , [ ] , ; ,A B Z a b a A b B       

( ) ( ) ( ) ( ) ( )a x b x e x f x c x deg ( )c x d

( ) ( ) | ( ) ( ) | ( ) |

( ) ( ) ( ).0

x x xAB a x b x e x f x c x

e f C e C C

  

  

    

    

( ) | . ( ) | [ ( ) ( )(mod ( ))]x x xa x b x a x b x f x    

( )C c 
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  GNFSقلب روش

تا ضشایة صحیح یک   f(x)تشای یک چٌذ جولِ ای هاًٌذ : لضیِ
سیطِ           ٍ           تغَسیکِ                      آًگاُ 
  :ًگاضت هٌحصش تِ فشد                       هَجَد است کِ

 

Cnm Z( ) 0modf m n

: nZ Z 









   

( ) ( ) ( ); ,

( ) ( ) ( ); ,

1 1mod

mod

; ,

ab a b a b Z

a b a b a b Z

n

m n

za z a a Z z Z

   

   



 

  

 

   





  
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 



2

( , )

2

( , )

2 2

2

( , ) ( , )

( , )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

a b U

a b U

a b U a b U

U a b

a bm y Z

a b Z

x x

a b a bm y

  

       

 





 



  

  

   

 
     
 





 

http://sbisc.sharif.edu/


10 

  GNFSالگوریتم روش

 :هجَْلات جْت استفادُ اص لضیِ

تا یک  f(x)چٌذ جولِ ای تکیي تحَیل ًاپزیش تا ضشایة صحیح 1.
 سیطِ 

 عذد صحیح             تا خاصیت 2.

هجوَعِ ای اص صٍجْای هشتة                       تغَسیکِ داضتِ 3.
 :تاضین

m Z( ) 0modf m n

C

  ,U a b



2

( , )

2

( , )

( )

( )

a b U

a b U

a bm y Z

a b Z  





  

  




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 1-تعیین چندجمله ای

 سٍضْای هتعذد •

 هَسفی-سٍش هًَت گَهشی: تْتشیي سٍش تا کٌَى•

 Base-mسٍش : سادُ تشیي سٍش •

 nتا تَجِ تِ تعذاد اسلام : تعییي دسجِ چٌذجولِ ای•

http://sbisc.sharif.edu/
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2-تعیین چندجمله ای  

 :تعییي دسجِ چٌذجولِ ای
 

 :تاضذ دس ایٌصَست داسین lتشاتش تا  nفشض کٌیذ تعذاد اسلام عذد  

50 80 3

80 110 4

110 5

l d

l d

l d

   

   

  

d=5 
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3-تعیین چندجمله ای  

 :  Base-mسٍش 

 



1

1 1 0

1

1 1 0

d

d d

d

d d

d

m n

n m a m a m a

f x x a x a x a











    

    
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 پیدا کردن اعداد مربع کامل

 رکش هثال تشای سٍضي ضذى سٍش•

 تعشیف پایِ تجضیِ•

 تعشیف ّوَاس تَدى یک عذد ًسثت تِ پایِ تجضیِ•

 سٍش عولی جْت یافتي اعذاد هشتع کاهل•

http://sbisc.sharif.edu/
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 :هثال

{455,39270,770,429,1616615,3990,106590,187,19019}

{2,3,5,7,11,13,17,19}

0 0 1 1 0 1 0 0455 2 3 5 7 11 1317 19

455 (0,0,1,1,0,1,0,0)





770.455 (1,0,1,1,1,0,0,0) (0,0,1,1,0,1,0,0) 
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 :ّذف

1

2

9

0 0 1 1 0 1 0 0 0

1 1 1 1 1 0 1 0 0
(mod 2)

:: :

0 0 0 1 1 1 0 1 0

T
a

a

a

    
    
    
    
    

    

455 0 0 1 1 0 1 0 0

39270 1 1 1 1 1 0 1 0

: :

19019 0 0 0 1 1 1 0 1

   
   
   
   
   
   

http://sbisc.sharif.edu/
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 :یکی اص جَاتْای هعادلِ فَق تِ صَست صیش است

 
 

 :کِ هعادل است تا

1 9[ ,..., ] [1,1,0,0,1,1,0,0,0]T Ta a 

2455.39270.1616615.3990 (339489150)

http://sbisc.sharif.edu/
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 .تِ هجوَعِ ای اص اعذاد اٍل گفتِ هی ضَد :پایه تجزیه 
 

 lّوَاس گَیین اگش توام عَاهل عذد  Uسا ًسثت تِ پایِ تجضیِ  lعذد  :همواری 
 .لشاس داضتِ تاضٌذ Uدس هجوَعِ 

 
 :دس هثال

 :پایِ تجضیِ

 :عٌاصش ّوَاس ًسثت تِ پایِ تجضیِ

{2,3,5,7,11,13,17,19}

{455,39270,770,429,1616615,3990,106590,187,19019}

http://sbisc.sharif.edu/
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 تِ کاهل هشتع اعذاد کشدى پیذا تشای هثال تِ تَجِ تا
 :داسین ًیاص صیش هَاسد

 
 پایِ تجضیِ تشای عٌاصش -1

 

 پایِ تجضیِ تشای عٌاصش  -2
 

 هجوَعِ ای اص اعذاد ّوَاس ًسثت تِ ایي دٍپایِ -3

 

Z 

Z

http://sbisc.sharif.edu/
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1-تعیین پایه تجزیه  

   پایِ تجضیِ تشای             هجوَعِ ای هتٌاّی اص اعذاد اٍل -1

{p: p is prime and p <=M} for same M      N 

 
 :  پایِ تجضیِ تشای اعذاد جثشی -2

هجوَعِ ای هتٌاّی اص                               ّاست کِ  دس ساتغِ صیش 
 :صذق کٌذ

Z



{ } [ ]a b Z  

( , ), , : .a b c d Z c d a b     

http://sbisc.sharif.edu/
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2-تعیین پایه تجزیه  

   ٍ تاضذ صحیح ضشایة تا ای جولِ چٌذ یک f(x) کٌیذ فشض :لضیِ
  ّای صٍج اص ای هجوَعِ آًگاُ .تاضذf  تشای سیطِ یک              
{(r,p)} کِ است هَجَد p است اٍل عذد ٍ          ٍ                             

   هجوَعِ هتٌاظش هجوَعِ ایي ،             
 .کٌذ هی صذق  جثشی عاهل پایِ ضشط دس کِ است   

 

                        اص ای هجوَعِ صَست تِ تَاى هی سا  جثشی عاهل پایِ ّش  تٌاتشایي
  .داد ًوایص       

C

nr Z

( ) 0(mod )f r pa b Z  

{( , )}r p

http://sbisc.sharif.edu/
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 1-توضيح ریاضی روش
 :  تعشیف اعذاد جثشی صحیح•

سا صحیح جثشی گَیٌذ اگش سیطِ یک چٌذجولِ ای تکیي تا ضشایة  aعذد  
 .ًطاى دادُ هی ضَد Dتا ًواد . صحیح تاضذ

 
 

ای تکیي تحَیل پزیش تا ضشایة صحیح تاضذ   یک چٌذ جولِ f(x)اگش :  لضیِ•
 ی است ٍ  یک حلمة ددکیٌذ(D)آًگاُ حلمِ اعذاد صحیح جثشی آى 

 .ّوگی هاکسیوال ّستٌذ ٍ تالعکس Dایذُ آلْای اٍل  -1 
 Dتِ صَست حاصلضشب هٌحصش تِ فشدی اص ایذُ آلْای اٍل  Dّش ایذُ آل  -2 

 .ضَد کِ ایي تجضیِ دس حذ تشتیة ایذُ آلْای اٍل یکتاست تجضیِ هی

 Z D Q  

http://sbisc.sharif.edu/
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 1-توضيح ریاضی روش

، ایذُ آل  Dی  اص حلمِ ددکیٌذ Pیک ایذُ آل اٍل دسجِ یک : تعشیف •

 = N(P). داضتِ تاضین pاٍلی است کِ تشای آى تِ اصای عذد اٍلی چَى 

p   

 

هجوَعِ ایذُ آلْای اٍل دسجِ یک دلیماً ّواى هجوَعِ ای است کِ اص آى 

تِ عٌَاى پایِ عَاهل جثشی استفادُ کشدُ تَاًستین آًْا سا تِ صَست 

 .صٍجْای هشتة ًوایص دّین

http://sbisc.sharif.edu/
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 یافتن زوجهای مرتب هموار

 روش غربال گری 

 

 پیذا کشدى صٍجْای             کِ                 دس پایِ تجضیِ گَیا: هدف 
 

 .ٍ               دس پایِ اعذاد جثشی ّوَاس تاضٌذ 

( , )a ba bm

a b

http://sbisc.sharif.edu/
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 1-غربال -یافتن زوجهای مرتب

 ثاتت  bعذد 1.
 

.2  
 

.3  

 

N a N  

1

1

N b

N b

N b

N b









 

  

 



1

1

N bm

N bm

N bm

N bm

 

  



 



http://sbisc.sharif.edu/
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2-غربال -یافتن زوجهای مرتب  

 :تعییي ّوَاسی

   =پایِ تجضیِ اعذاد گَیا:  Zًسثت تِ  -1

a   ،                  سا هی ضواسد اگش ٍ تٌْا اگش qعذد اٍل : لضیِ  bm

(mod )a bm q

1

1

N b

N b

N b

N b









 

  

 



1

2

1 3

,...,

,...,1

,1

,...,

i

j

r i

q qN bm

q qN bm

q qN bm

q qN bm

 

  



 



 1 2, ,..., iq q q

http://sbisc.sharif.edu/
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3-غربال -یافتن زوجهای مرتب  

 :تعییي ّوَاسی ًسثت تِ               -2
تشای عٌصشی هاًٌذ                دس یک پایِ عاهل جثشی کِ ًوایطی : لضیِ

 :تِ صَست              داسد ، داسین
 سا هی ضواسد اگش ٍ تٌْا اگش،                                      

 

تجضیِ کاهلی اص                 سا ًوایص :                                      لضیِ

 هی دّذ اگش ٍتٌْا اگش
 

 .است fدسجِ چٌذ جولِ ای  dکِ دس آى   

Z 

c d
( , )r p

c da b Z  (mod )a br p

 ( , )i iU r p Z  a b

( , )

( ) ( / )
i i

d

i

r p U

p b f a b


  

http://sbisc.sharif.edu/
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4-غربال -یافتن زوجهای مرتب  

1

1

2

,...,

, 1

,..., 1

t

t

d

t

p p N b

p p N b

p p N b

p N b









 

  

 



1

2

1 3

,...,

,...,1

,1

,...,

i

j

r i

q qN bm

q qN bm

q qN bm

q qN bm

 

  



 



http://sbisc.sharif.edu/
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1-یافتن اعداد مربع کامل  

 :یافتي اعذاد هشتع کاهل دس        ٍ             
 

 :دس         -1

 کافیست کِ تَاى عَاهل عذد صٍج تاضذ 

 :            دس -2

 فمظ صٍج تَدى تَاى کافی ًیست 

Z  Z

Z

Z 

http://sbisc.sharif.edu/
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2-یافتن اعداد مربع کامل  

 : pلژاًذس         تشای             ٍ عذد اٍل : تعشیف 
a

p

 
 
 

a Z

2

2

1: (mod )   has a solution

1: (mod )    has no solution

0 : |

x a p
a

x a p
p

p a

 
 

   
 



http://sbisc.sharif.edu/
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3-یافتن اعداد مربع کامل  

 دس                        تغَسیکِ                       کٌیذ فشض لضیِ

                          ٍ اٍل عذد q کِ             ّــش تشای آًگــاُ .  تاضذ کـاهل هشتع  

                       ّش تشای) ًثاضذ                   اص علیْی همسَم  ٍ

 :داسین (

  ,U a b
( , )

( )
a b U

a b


Z 

 ,s q

( ) 0(mod )f s qa b

( , )a b U

( , )

1
a b U

a bs

q

 
 

 


http://sbisc.sharif.edu/
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4-یافتن اعداد مربع کامل  

 :             تِ ًسثت تَدى هشتع تشای عول دس

 تاضٌذ صٍج عذد عاهلْای تَاًْای -1

 

  تشای آًگاُ                                                       کٌیذ فشض  -2

 :l تجضیِ دس            ّش

  

Z 

1 2
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 جمع بندی

 ٍ عذد صحیح               کِ f(x)یافتي  -1

 =  پایِ عَاهل گَیا -2

 =پایِ عَاهل جثشی  -3

 = 2پایِ عَاهل دسجِ  -4

 سٍش غشتال: پیذا کشدى صٍجْای هشتة ّوَاس ًسثت تِ دٍ پایِ -5

 ساختي اعذاد هشتع کاهل دس       ٍ             تَسظ صٍجْای ّوَاس -6

 ٍ ساتغِ لژاًذس Qهحک هشتع تَدى دس           تَسظ اعضای  -7
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